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I-1-2-Bgalité de doux vecteurs lignes ou de deux vecteurs colonnes

Deux vecteurs lignés ou deux vecteurs colonnes sont égaux si leurs composantes
respectives dans chacun d'eux sont égales.
Exemple : (1, 3, - 4, 0) =(2/2, 6/2, - 16/4, 0)

I -1 =3 - iddition de deux vecteurs lignes ou de deux vecteurs colonnes.

Remarque : On ne peut additionner que deux vecteurs lignes (ou colonnes)
ayant le m8me nombre de composantes.

La somme de deux vecteurs lignes (ou colomnes) & n composantes.est. un. -
vecteur ligne (ou colonne) & n composantes. Chague composante du vecteur somme
s'obtient en ajoutant les composantes du méme rang des deux vectours initiaux.

Exemples =(4, Ty =3) + (2., -V2, 1/4) = (4 + 27, 7 = V2, 1/4 = 3)

;o2 /- 1/4 7/4

7 4+ 3] - 7+e
-1 1 0

0 '\2; 2

On définit sans difficulté la somme de plusieurs vecteufé lignes ou-
vecteurs colonnes.

Propriétés : L'addition est commutative et associative.

I -1 =4 - Produit d'un vectour ligne ou d'un vecteur colonne par un scalairc.

La multiplication d'un vecteur ligne (ou colonne) par un scalaire K
(nombre quelconque) définit un vecteur ligne (ou colonne) ayant le mdme nombre
de composantes; chacune d'elles s'obtenant en multlpllant par K la composante

homologue du vecteur initial.

Bxemple A
[- 2 - 2/3
1/3. 1 11 = /3
\ 3 |
Conséquence : Si u est un vecteur quelconque, son opposé - u s'obtient

en faisant le produit de (-~ 1) par W .
Exemple
(2, 7, = 4, - 8/7) a pour opposé ( - 2, = T, 4, 8/7)
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I -1 =5= Soustréétion dehdéux ve&iéﬁrs iigﬁes ou de deux vecteurs colonnes.

Pour soustraire deux vecteurs lignes (ou colonnes), il suffit d'ajouter
au premier le vecteur opposé du second.
Dans ce cas également, les deux vecteurs devront avoir le méme nombre de

composantes. - . -

Exemple (3’ Ty = 4) - (29 1/29 9) = (1, 13/2’ - 13)

I -1 -6 — Vectcurs nuls.

On appelle vecteur nul un vecteur ligne ou un vecteur colonne dont toutes

les composantes sont nulles.
Exemple : (0, O, 0, 0) < {0
o)
Propriété s Si - u est un vecteur quelconque et O un vecteur nul ayant le

méme nombre de composantes u +0 = 0

I -1 =7 -~ Avantages de la notation vectorielle.

Grice & la notation vectorielle, on pourra désigner unc collection de
nombres par une seule lettre. Par cxemple remplacer par x le vecteur ligne

(x1 Xy Xy Xy ees xn) 4 n composantes. On opérera sur cette collection

3 74

comme s'il s aglssalt d'unc seule quantlte : toutes les operatlons ol 1nter—

viendraient x1 Xy e X, seront ainsi remplaoees par des opérations

analogues ou ne figurera que X.

I -2 - Produit de_deux vecteurs.

I =2 =1 = Intérét du produit de deux vecteurs.

L'opération produit de deux vecteours permet la combinaison simultanée de
deux grandeurs représentées par ces vecteurs : par exemple . prix et gquantités.

Lea vectcurs seront 1l'un un vecteur ligne, l'autre un vecteur colonne de

mémes composantes.

I -2 -2 — Définition du produit de deux vecteurs.

Soient u un vectour ligne ot Jun vecteur colonne ayant tous deux le méme
nombre n de composantes U, e-ey, ot V4 oo o Le produit 4,k V¥ est

défini par 1l'expression ¢

’ ;
My vy Uy Mo b e A VL Gotte cxpression est un scalaire.
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x., X2
Vy) et X, =17,

t
On appelle vecteur transposé de X1, le vecteur ligne X1 = (x1 y1)

I -2 « 3 < Produit scalaire de deux vecteurs.

A « Dans le plan a deux dimensions R2 - soient X1 =
deux vecteuwrs de ce plan.

Bt le produit scalaire de deux vectours X1 et X2 n'est autrc que le produit
1
des vecteurs : X, « X, = (x1 y1) S R T A
¥2

On utilisc les notions équivalentes suivantes :
1

t
Ky« Xy =Xy o Ky =< Xy Xy D=4 %y Ky D =Xy X, + 7, ¥,

Propriété fondamentale : Si <1X1, X2 >-= 0 les vecteurs X1 et XQ‘du nlan pe

sont orthogonaux.

= ' Sori
Xy X, + y1 Yo 0 peut s'éerire

X, o ZQ
I *2
Soit ¢ QM1 i M2 X2
M1 X1 M2~O
les triangles rectangles OX1 M1 et O X2 M2

sont semblables. OX1 est donc perpendicu-

maire & OX2 o

x y
B -~ Dans le plan & T dimensions_R? - goient X = x; et )(: y;
deux vecteurs & T composantes, on définit ° ‘
le produit scalaire de ces deux vecteurs ;T &T
par T

i

X'.jj ='$'. X = <?,~Y ;>= <:7ﬁ X >> %; X5 V5

Par analogie avec le cas du plan; on dira gue X et j/ sont orthegonaux

quand leur produit scalaire est nul.

Autres propriétés- du produit scalaire
1 - CRyy Xy + Ky = KXy %, »+ L2y Xy
ISIETRY, A Lxp % D

Nota s Dans le produit de deux vecteurs, on écrit toujours le vecteur ligne
en premier et le vecteur colonne en second, )

I

|
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I =2 =4 - Application

. (3 _ (2 . .
Soit x (x1, x2) et a = (4) b = (3). Déterminer x, et x, sachant que
a8 = =
xXb = 7
On ta st xa =3 x, + 4 X5 I1 faut résoudre le systéme
xb=2x +3x, 33Xyt 4 xp ==t
2x1+3x2= T
D'od tfx, = - 31
X, = 23

I - 3 —~ Définition des matrices.

Une matrice est un ensemble de nombres disposés en rectangle

— ~
a11 a12 e e .' al1J- LR ] a1n
a21 a22 L N ) azj L 2 a/2n
[ * 3 rd

EJU = ai1 a«iz ) aiJ PO ain
&1 %n2 ... amj eeo Zmn

Les nombres a,. sont les éléments de la matrice qui contient m ligncs et

n colonnes. La matrice [?] est de la forme : m x n. Elle posséde m x n &élémenta.

Sim=n 1la matrice est dite carrée d'ordre m

Exemples @
-13 4 Vfl 1/3 est une matrice de la forme
0 2 7/9 4,2 0 1 3% 6
-ec 0 1 1 0 7

le vecteur ligne { (1, 2, 4) est une matrice de la forme 1 x 3

le vecteur colonne ((g ) est une matrice de la forme 2 x 1
Bgalité de deux matrices : Deux matrices de méme forme (donc ayant le méme
nombre de lignes et le m8me nombre de colonnes) sont égales si et sculement si

leurs éléments correspondants sont égaux.

P
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Eerire 3 1 4 ay b1 cy revient & dcrire
2 1 &) = 8s b2 sy a, =3 b, = 1 c, =4
o1 2] 2y b3 o3 8y =2 by =7 c,=38
a,3=0 b3=103:2

Remarque : les deux matrices ci-dessus

sont carrécs de forme 3 x 3.

I - 4 = Produit d'une matrice par un vecteur.

I ~4 =1 = Produit d'une matrice par un vecteur colonne

Ia matrice est de forme m x n, le vecteur colonne doit &tre de formec n x 1
(i1 possdde n éléments). Désignons la matrice par [hl et le vectdur cclcanc
par u. Le produit LAJ + u par définition sera un vecteur colomnne & m &léments.
chague élément étant obtenu en multipliant les composantes d'unc ligne guel-
conque de la matrice [{] par les composantes corr98pondantes du vecteur u ot

en ajoutant les différents produits. Dans..le cas le plus général on aura :

511 3.12 e e a1j es o a1n u1 8.11 u1 + 8.,12 u2 + cesh a,,]n» Ll.'.l
29 a2ttt Ppy ot ;| U2 Bp1" Mg FoBgp Up Foeeet oAy, Uy
-— Do : S PO R I : 5
A]ou. =
l_ a__” ai2 sen aiJ e e ain U.K ! ai1 u,, + ai2 u2 4+ seet a.ln un
S | L
am1 amz s o0 a.ma ) amn ’ am1 u1 + a.m2 u2 + eeset amn S
— ‘ —d 1% s e
4 iy T

On aura toujours dans l'ordre {Aj-et u au moment d'effectuer

1'opération du produit.

] -4 =2 - Produit d'un vecteur ligne par une matrice

On définit de fagon analogue le produit \f, [ﬁ] d'un vecteur lign: 2 m
éléments par unc matrice de forme m x n. Le vecteur ligne sera de forme 1 x m.

On aura :

311 s e 00 a1n

V. [A] (M Wy ee v, .’..U;n)x =

@1 se0e amn

m

m m
(?Vp ap1 s % Vp apzf..n %vpapn)
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Le produit V“.EQ] sera un vecteur ligne & n éléments, chaque élément Stant
obtenu en multipliant les composantes d'une colonne quelconque de la matrice
[}J par les composantes correspondantes du vecteur Vet en ajoutant les

différents produits.

] -4 - 3 - Exemples 3

(1) 3 2 1] 2 3x2 + 2x3 + 1x3) (15
10 4 _ 1x2 + 0x3 + 4x3| = 14
|5 2 2 3 5 X 2 + 2x3 + 2x3 22
14 1 4 4x2 + 13 + 4x3 23
- - —_— - '
Forme Forme Forme
4 x 3 3 x 1 4 x 1

(2) | P2 2— 1x2+3x4+513+4x2+2x3
4 1 43

(\135'42). 3 5] = | _

2 0 o | 34

. 1x2 + 3x1 + 5xz5 + 4x0 + 2x2
32 | il !
Forme Forme | Forme
1x5 5x 2 ‘ ’ tx?2

I -~ 5 - Addition et produit de matrices.

T -5 =1 - Addition de matrices de méme forme ‘

a) L'addition ou somme de deux matrices de méme forme donne pour résultat
unc matrice de m8me forme, chaque composante de la matrice sommc étan’
égale 4 la somme des composantes correspondantes des deux matrices

‘initiales.

Exemple 1 4 2 -2 7 - -1 11 1
2 5 7] Y [ o2 4 T | 2 7 11
b) L'addition de plusieurs matrices de méme forme se définit de fagon

évidente & partir de l'addition de deux matrices. Cette opération cst

associgtive et commutative.
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I -5 =2 «~ Produit d'une matrice par un scalaire.

Si BQ est uno matrice de forme m x n et K un scalaire quelcongue, le
B produit X .EA] est une matrice de forme m x n dont chaque composante est
égale au produit par K de la composante correspondante de ‘A,

Exemple 1 2 3 0,7 1,4 2,1
0,7 . = v
2 1 4 1,4 0,7 2,8

I -5 =3 ~ Produit de plusicurs matrices.

a) Cas de deux matrices - Le produit d'unc matrice [A] par une matrice VBJ

implique la condition suivante :
Si [ﬁ] a pour forme m X n, Eﬂ aura pour forme n X X, X pouvant &tre un

nombre naturel quelconque. Donc : (?] doit avoir autant de lignes que‘{ﬁ] a

de colonnes.
91 cette condition est remplie, [A] étant une matrice de forme m x n ot Yé}
une matrice de forme n x p; le produit {%J par Ei] sera une matrice [@] de

forme m x » et de composante générale

by
1o
%5 < <;i1 Bip o aiﬂ) x .

2j

nj

égale au produit du vecteur ligne de [A] ayant le rang i par le vecteur

colonne de [ﬁ] ayant le rang j.

Y M 4 4 _/.‘S' (\’ A - _j i
A 4 2 A :
2 . L |
2/ / i
e !
. e /- <” ™ _ 7
w N IZTZZ 77770 s \ - ¢ 7
/™ 1 / 7
H » 4 J ///'
AN i 7 ,// I /
m S - ’//( /
\¢~ - /_ . ———— 3
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Exemple : [3 1 4 13 0 0 4 10 4 4
» x |1 1 0 0Of =
2 0 5 o 01 1 ~ 2 6 55

forme 2x3 forme 3x4 forme 2x4

b) Le cas dec plusieurs matrices. Soib [{&] une matrice de forme m x n,

[Bj une matrice de forme n x p, [C] une matri.ce dc forme p x q, [p] une matrice
de forme q x r« On . a2 vu que

le produit [Aj . (_B] cst unc matrice de forme m x p soit [Ma

le produit LM;‘ . LCJ eet une matrice de forme m x q soit {Mé)

le produit mz] . [P} est une matricoe de forme m x r soit [M]

On peut écrire

- @ - Bl [ 1 -]

Lo multiplication de 1 2

L...l

rlusicurs matrioes est associative.

Mais con général la multiplication ne saurait Stre commutative.

c) Cas_des matrices carrées. Si [4] et [B] sont deux matrices carrées de
méme forme, on peut effectuer les produits [A] x [B] et EB] b d (_A]
Mais en général [4] x [B] sera différent de [B] x [4)

Exemple : [4] [(1) ZJ' 15) = [[ o]

[ x 0 - Eﬁj @ = (4 - \ j

[4] x [B) est différent de [B] x (4]

I - 6 = jutres définitions sur les matrices.

I -6 -1 ~ Matrices diagonales.

On appelle matrice diagonale unc matrice carrée dont tous les éléments sont
nuls & 1l'exception des éléments diagonaux (éléments qui ont lcs mémes numéros

de ligne et de colonne). Une tellc matrice sera en général notée 3 [A]

Exemple :

o o w
o &~ O
- O O
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I ~6 -2 - Matrices identité.
On appelle matrice identité unc matrice diagonale dont chaque élément

diagonal est égal & 1. Une telle matrice est notée ﬁj
000
100
010
00 1}

Exemple
= (i] d'ordre 4

'OOO—\t

i

Propridtdé s Si AJ est une matrice carrée d'ordre m et [i] la matrice

identité d'ordre my on a @

. -1 [ " '
(] - [z = (- (4] = (4]
La matrice ideatité joue le méme r8le que le nombre 1 pour les produits

de nombres. [ijest donc un élément neutre du produit de plusieurs matrices.

I -6 - 3 - Matrices zdéro.

On appelle matrice zdéro une matrice carréc dont tous les éléments sont

nuls. Une telle matrice est notée [Ei} Exemple {? ?} - 6} ' ordre 2
0qg| b

Propriété : Si [ﬂ est une matrice carrée d'ordre m et [é} la matrice
zéro d'ordre m, on &
] + [ - ©) + @ = (@
La matrice joue lz méme rdle que zéro pour les sommes de nombres. [bj 28t
donc un élément neuire de l'addition de plusieurs matrices.
Remargue : Le produi’ de deux matrices non nulles peut domner la matrice

z8Tr0.

00 10 00
Exemple : [4] = El - [A] . @] =
01 00 00

Dans ce cas, on dit que les matrices [A] et [E] sont des diviseurs de

z28r0.

I~ 6 =4 — Puissances &'une matrice carréc.

Si [ﬁ] est une matrice carrie d'ordre m, on définit successivement

LA%} comme &tant égale au produit [A] X g?}
E?%‘ " 1 1" " 1 (&_ < (é} < (g}
[Aq-] " 1" " 1" 1 r[;“‘ hd soae [j}]

" * (q factcurs)
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Ces ditférentes matrices (toutes d'ordre m) sont les puissances de la
matrices [A]

Cas particulier s_

o - - [

b) {oﬂ—. Eoﬂ = Loq]

I -6+« 5~ Transposée d'unc matrice.

. 1
On appelle transposée d'une matrice EA], la matrice E&J, obtenue en

interchangeant lignes et colonnes. Le terme général aij de la matrice [pj

[i] (d'ordre m)
[_O:l (d'ordre m)

. . . . 1
est donc identique au terme asi de la matrice transposée EA:]

Exemple : 2 3w 246
[AJ = i 5 [Aj " {357
1

Remarque s Si {A] est de forme m x n , [hi] sera de forme n x m.
D'autre part, on démontrc gue la transposée du produit de plusieurs matrices

prises dans un certain ordre est égale au produit des transposées de ces matrices

prises dans l'ordrc inverse :(Eﬂ]. Eé] . [b] )/é ( [Cj . CBB . E&j ).

I - 6 - 6 - Matrices symétriques.

Une matrice carrée est dite symétrique si ses termes, deux & deux symétrigues

par mapport & sa diagonale principale, sont égaux.
’ﬂ/
) g
g

A
A

i

ixenple ¢

est une matrice symétrique

4 -

Propriété : La ligne de rang K est identique & la colonne de rang K dans e

matrice symétrique.
Remarque : Les matrices diagonales représentent un cas particulier de matrices

symétriques.
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COMPLEMENTS DE MATHEMATIQUES
COURS II

INVERSE D'UNE MATRICE CARREE - DETERMINANTS - LPPLICATION 4 Li RESOLUTION
D'EQUATIONS LINEAIRES - RANG D'UNE MATRICE QUELCONQUE.

ITI - 1 = Inverse d'une matrice carrée.

II - 1 = 1 - Définition.

Shi [A] et {BJ sont deux matrices carrées de méme forme, telles gue le
produit [B:} . [A] est égal & la matrice identité I (Sgalement de méme forme),
(8] sera 1'inverse de [a].

On éerit {4 par analogie avec l'inverse d'un nombre.

Si [A ‘j] est 1'inverse de (4] on a : {A_j [] = {A]” . [A‘? =1

En effet multiplions [A _j . L_A] par t_A —} y On a

N N N A

puis que par définition

mais x 1 [11 ipeut aussi s'écrire \A:{ DA]
Ona:LAJ.EA.AJ= 'j Lx]I

D'Of.].: 1&0& =I

Dans ce cas, le produit d'unc matrice par son inverse est commutatif.

IT = 1 = 2 - Promier Théoréme fondamental.

Une matrice carrée ne peut aveir qulune seule matrice inverse.

Soit ’__AJ qui a deux matrices inverses [A ]et LB]. Nous-allons montrer

que L 4 _J LBJ

Par hypotheésc : (_-B « Al =1
Done [B . a]. 47 =I§3].[A].Ea‘j] -3).[a - A—ﬂ =(8]. 1 =~[B]
[B . [}] 2 et égal aussi a : I . [_A_ﬂ = Efj
Do Lffﬂ = [_B]
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Romarque : Il peut exister des matrices non nulles qui n'ont pas d'inverse.

Par exemple [1] “' 1 ”"] 3] - B ﬂ

a1
Le produit lﬁ] o [ﬁ] =
Montrons gque [4] et [?] n'ont pas d'inverse.
ISk [A] avait une 1nversek“ on aurait ¢
B=I.B’=Lj'l .A_KJ[B]BU [ap]- 27" . 0-0
ce qui est contraire & 1l'hypothése Eﬁ non nulle

Le méme reisonncment s'appliquerait & [ﬁ)

L = i = 3 - Second théoreme fondamental.

Une matrice carréc a une inverse si et seulement si son déterminant nfes
pas nul.

Cc théoréme sera Jjustifié, une Tois précisée la notion de déterminant.

II ~ 2 — Notion de déterminant;

II -2 -1 - Définitions

4 toute matrice carrée [A], on associe un nombre noté ‘Al qui est appelé
déterminant de cette matrice.

Par convention, si la matrice carrée est d'ordre 1, son déterminant sera
identique & 1'élément gu'elle comprend. |

Excmple : si [vj = (1/2) on aura :1VVJ = 1/2

S5i dans une matrice carrée [ﬁ] d'ordre n, on supprime une ligne i ct umne
colonnc j, on obticnt une matrice carrée d'ordre n - 1. Le déterminant de

cette nouvelle matrice est appelé mincur de 1'élément aij s on l'écrit ‘Aijl°

On montre que le déterminant de la matrice [AJ s'obtient, & partir des élémontis
d'une ligne ou d'une colonne guel conque et des mineurs correspondants, an

formant 1'expression ¢
1. < i+
4] Z 079w,

Application =

a. .
13

a) Déterminant d'une matrice d'ordre 2

soit : [4] - B | ﬂ

Prenons la premidre ligne. Le mineur de 1'élémcnt 1 est 4,
lc mineur de 1'élément 2 est 3. On aura
'1A}=(-1)1+14x1+(-1)‘*23x2=4-6=-2

- 1
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Si on avait choisi la scconde colonne, on aurait trouvé le méme résultat s
+
= («D'"T23x2 + (2% 29x4=4-6-=-

b) Déterminant d'une matrice d'ordre 3

e

l1 2 5]
Soit [4] = ‘4 5 4
31 1

Prcenons la seconde ligne. On aura :

'A’ = (i 2 + 1 Y . _ 2+ 2 7., S Do+ 2+ 3 3 .
[4]= (1) E?} 4+ (-1) B%J (-1) Bﬂ 4

- (2-3)e 4+ (1=-9).5=-(1=6) 4=4-40+20={=16 |

II - 2 — 2 — Propriétés des déterminants.

a) Le déterminant d'un produit de deux matrices carrées de méme forme
est égal au produit dos déterminants de chacune d'ellecs. '

Conséquence 3 lc déterminant du produit de deux matrices carrées de méme
forme ne peut &tre nul que si 1l'une des matricces a elle-méme un déterminant
nul.

Cette conséquence permet de démontrer le second théoréme fondamental du
chanitre II -~ 1.

En effet, sont une matrice carrée [&]qui a une inverse [A-T]. Par défini-
tion on a : A] _—] le déterminant de I étant égal & 1 est différens
de zdro. Ce qui 1mp11 ue que les déterminants de [AJ et &ﬁ.:] sont également
différents de zéro.

51 le determlnant de [AJ est nul et si L} :] représente l'inversc de [ﬁj
on a ‘ 4l. A 1’ =1 ou O x! A 1! ce qui est impossible. ’

Donc lAJ ne pcut avoir d'inverse.

Exemple : la matrice LA]= I? g 3 n'a pas d'inverse. En effot
" o7 2]
@] = 0" 3 @)+ (0P @) on(62) =3 -3 4 0= 0

b) Il n'est pas vrai, en général, que le déterminant de la somme de
?

deux matrices cst égal &4 la somme des déterminants.
on a :[A] + [ﬁ] =

“o venls+ad ju e lal

[ R

|a) =-2 |Bl=-3 ja+ 3

1

Exemple : soit E@
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IT - 3 - Régle pour inverser une matrice carrée.

Soit une matrice carrée Ehldont le aéterminant | Al n'est pas nul. (A] G8%
encore appelde matrice régulié:g. Pour effectuer 1l'inversion de [ﬁ], c'egt=a-
dire déterminer la matricec Lﬁ_ij inverse de | 4], la rdglec est la suivante 3

L'élément situé & l'intersection de la ligne N° i et de la colonne n° j
de la matrice invorse s'obtiont en divisant par le déterminant kAj de la
matrice & inverscr le mincur de¢ 1l'élément correspondant de sa transposée

multiplié par le coefficient : (=1)* T
Exemple : soit & inverser A = r; g] dont lc déterminant

.A. = -~ 10 La transposée de [{} g'écrit :‘[A;]= L; g}

D'od : [Nﬂ - [ 5% :1—'3] T
= , 10 4 1
=4 _1 —

70 70

On vérifie que : LA] . Afj = [g ?J = I

Cas particuliers
1 = Inverse d'une matricec diagonalc. C'est unc matrice diagonale dont

les éléments sont les inverses des &léments correspondants de la matrice &

inverser : _ — -
Exemplo 1/2 0 0 2 0 o |

0 2 0 a pour inverse ‘O 1/2 0 !

o 0 3 l_? o1/3!

2 -~ Inverse dc la matricc identité = L}-tj =TI

IT -« 4 = Inverse du produit de plusieurs matrices.

Lt'inverse du produit de plusieurs matrices carrées de méme ordre prises

dans un certain ordre est égal au produit des inverses de ces matrices prises
. el - o 1 LT
dans l'ordre inverse-: [A ba [B] bd [9] =40 [ B J. {4

Exemple 3 1 3\ . 21 10 11 = ‘28 18 dont 1l'inverse est :
4 2} 32 4 |32 22

i
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22/40 - 18/40

-- 32/40 28/4g

1-1*1" 2 -1 -
Z |4 O L32 +10 4-1

II - 5 = Premiére_application 3 Résolution d'un systéme d'équations linéaires.

B - 18
= {g qui est bien égal au produit
1

.-/ -
(1) y )2 nq Xy + a5, Xy + een gy X

Sous forme matricielle ce systéme s'écrit :

() = [a] ®)

fj' étant le vecteur colonne §{1 que l'on supposc donné -

Yo

[%J étant la matrice des coefficients ¢ [a s2es @
11 n
de forme m X n : .
é, eea a4
ni mn
/X
X étant le vecteur colonne . inconnu
X
h

Résoudre le systéme (1) c'est exprimer (X) en fonction de (E;)
Multiplicns les deux membres de 1l'équation matricielle par [A-i] .
On a : LA—-J . (jrs = [#-j] .R;AJ .
ow 27 ) -1 @@
® = [+ . D
I1 suffit donc d'inverser laz matrice des coefficients pour résoudre

le systéme (1).



IDEP/RT/XXXIII/ 356 >
Cours 2
Page 6

IT - 6 - Seconde application : Modéle Oﬁvert de LEONTIER,

On part du tableau d'inputs-outputs suivant :

Inputs des branches Utilisations Total
1 2 e J aes n finales Outputs
Vol R Fyp e Eqgoeee Xy Yoo X,
Outputs 2 X4 Koo eoe XZJ ces Xoo >/2 X2
des . . o . . ° o
Branches ; ; ; g ; * h
i1 12 70 Fij 0t Fm Yi 5
n X4 X, o *° xnj e th yh Xn
Facteurs 5 .
. . Z) Z s oo prt . om e Il
primaires X1 2 Kj n
Total lnputs X1 X2 ceoe XJ LY .l\.!l

On fait l'hypothése que tout flux entrant dans uns Wranche est proportion-—
nel & la production totale - '

X.. = a.. - X,
1d 13 J

aij est la consommation intermédiaire de produit 1 nécessaire pour obtenir
une unité du produit j. On l'appelle conmsommation unitaire.

Pour les factecurs primaires on suppose : z,. = fK o Xj ,ij étant la

K3 J
quantité de facteur primaire nécessaire pour obtenir une unité du produit j.
On a le systéme

a11 X1 + a12 X2 + eeo a1n Xn + ?q

1
>

I
»d

oy x1 +oag, X2 toees By, xn +\/2.

(4) :

2n1 %4 * 8o X 4 ... ®m x +.j% n

qui peut s'écrire :

f
>

(1 - a11> X_I - 3.12 X2 see = a_1n Xn =7

1
(49 = 8oy X1 + (1 - a22).X2 cee = Bn. Xn.”ffé

(\- en X1 Y X2 oo+ (1 - ann) Xn =}/ﬁ
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Sous forme matricielle : [I - éﬂ (x) = (y)
A étant la matrice des coefficients unitaires.

31 les objectifs de consommation finale (70 sont donnés, les productions
totales (X) nécessaires pour en assurer la satisfaction sont solutions de
1'équation. 3 _
(X):lI-A!"1 . N
D'autre part. oﬁ_a : -

ZK.= fK'l . X1 + sz X2 + ee. + fKn Xn

ou (z) = [F] . (X)
[F} étant la matrice des consommations unitaires de facteurs primaires.
(2) =[] - 1 - 1&1‘1 . |
On peut ainsi celeouler (X) et (2Z), ckest—é—dire la production totale gui
essurera une consommation finale donnée et la quantité de facteurs primaires

& mottre en oeuvre en vue de cette consommation.

léthode pratigue de réeolution 3 le tableau d'inputs-~outputs comportant

en général un nombre imporiant de lignes et de colonnes, on peut difficilemont
effectusr l'inversion de la matrice [I - éJu fussi utilise-t—on l'identité
remarquable suivante _ )

[1-4]” Terg fa] + \_A2J+ [AS_] |

analogue & 1l'identité

1 2
.—‘—'—":: = Jl' + X+ X + X3 s20 0
des nombres réels
-~ L 1 7 . . .
(%) [l ~ dif « (7) devient ainsi :

@ - [0+ . 13- on+ b @+

On calcule ainsi la production totale en ajoutant successivement & l=z

i
!

demande finale,le.consommations intermédiaires directement nécessaires a cette
demande finale, puis les consommations intermédiaires nécessaires aux consomna-
tions intermédiaires directement utilisées pour la demandce finale, et ainsi de
suite.

Remarque ¢ Si on fait 1l'hypothése supplémentaire que chaque bien i cst

affecté d'un prix Py et chaguc facteur primaire K d'un cofit Sy » on aura s
.2 4y - ' '
Py = p P5.%51 T L8k ki
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ce qui signifie que le prix du bien i est égal & la sommec des valeurs
des consommations intermédiaires et des facteurs primaires utilisés pour
produire une unité de bien i.

On peut écrire le systéme suivant :

1 - Y L T s 0 @™ = 3 . cew .
(1 =ayy)e 2y = a2y, 8Py = By Tgqg T 850 Tyt eeat s 0 F

= 8450Dy + (1 - a22) Py vee = a0 Py = s1.f12 + 32.f22 + oes + s .t o

a1n P1 - a2n P2 cae °t (1 - ann) pn = g1 of2 * eee + Sn-fnn

\

ou sous forme matricielle :

LI-A] (p) = LF] (s)
L ‘l étant la transposée de LAJ ,l’F;J étant la transposéc de LF{;
(p) étant le vecteur colomne prix (b;?

fn
(f) étant le vecteur colonne colit des facteurs (s1 cee sn)

Le calcul de (p) s’effectue suivant l'équation matricielle ci-aprés s

@ = [1-27"" 7] ()

IT - 7 ~ Rang d'une matrice quelconque.

Le rang d'une matrice de forme m x n est l'ordre du plus grand déterminant
non nul que l'on peut extraire de cette matrice.
On extrait un déterminant d'une matrice en choisissant des lignes et des

colonnes et en retenant les éléments communs & ces lignes et ces colonnes.

BExemples

' Il
a) Soit LAJ,— ! T3 2 4 1)
‘32 0o 2 1|
L% o 1 2 3*
A ' ‘
un déterminant extrait de cette matrice de forme 3 x 5 sera ¢ 1 2.
e 1!
. ) . . :
b) La matrice : (1 4\ est de rang 2 puisque le déterminant 11 41
2 ~1 | 2 -1

d'ordre 2 n'est pa;_nul : il a pour valeur -- 9.
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Cours III

NOTION D'ESPACE VECTORIEL - DISTANCE DE DEUX POINTS DANS UN ESPACE

VECTORIEL - EXPRESSION DU COSINUS DE DEUX VECTEURS - VARIETES LINEATRES

DANS UN ESPACE VECTORIEL 4 T DIMENSIONS - NOTIONS SUR LES ENSEMBLES
CONVEXES

III - 1 — NOTION D'ESPACE VECTORIEL.

IIT - 1 - 1 — Définitions. ‘
Un espace vectoriel est un onsemble de vecteurs possédant des proprié--

tés particuliéres. Il existe dans un espace vectoriel E un systdme-de vecicurs
linéaireoment indépendants qu'on appelle base ou repére de E;. Soit par exemplie
V1, V2,

On parlera ainsi d'espaces vectoriels &8 1, 2, 3 ... n dimensions.

oo Vn ces vecteurs : leur nombre n caractérise la diméngion de L.

Tout vecteur X de 1l'espace vectoriel E de dimension n peut 8tre mis,

d'une maniére et d'umne seule, sous la forme : i=n
'
i=1

les V5 constituant la base de E, les o(i étant des soalaires.

Rappel § On dit que n vecteurs V,,, V2 V sont linéairement indépendants

lorsque la combinaison linéaire >\1 V + Az Vo + eee >‘n Vn est nulle, si

et seulement si >\1 = )\’2 ces = }\n = 0, les h,, étant des socalaires
quelconques.
Si )\1 =>\2 oo =An = 0 on a évidemment :)\1 V,l +A2 V2 + eee nvn = 03

mais l'indépendance linéaire des vecteurs V1 cne V signifie que 1'égalité

>\1V +...>\ V = O n'est vérifiée que si ./\1 >‘2 °">‘n=0

Quand des vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu'ils
sont linéairement dépendants. Dans ce cas, on peut avoir - '
h‘]V +R2V + s nvn=0

sans que les >\1 soient tous nuls.
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ITTI - 1 - 2 - Exemple d'indépendance lindaire ~ Les vecteurs a = (1, -1, 2,

b=(2, 4, 1)y ¢ = (3, =1, -2) sont linéairement indépendants.
Formons }a +t,lb + Vo = >»(1, -1, 2) + }4(2, 4y 1) + \)(39 -1, =2)

=[)\+2r&+3\),->\+4v—\/,2)\ +r&-2\/]

Hontrons que si ce vecteur cst nul, )\ ’ et \) sont également nuls.
Si le vectour est nul on a @ (A +2 +3V =0
(-A+ap -V =0
2 N+ -2y =0

)\, ‘,4, VY doivent vérificr le systéme (1) qui n'a qu'une seule solution @

A=p=V=o

Ponc 1les vecteurs a, b, ¢ sont linéairement indépendants.

III - 1 - 3 ~ Excmple de dépendancc linédairc. Les vectcurs a = (3, 1, -1, 2).
b= (1, 0,--2, 3) et c = ( -4, =1, 3, =5) sont linéairement dépendants.
Formons)\a, +"\b +Ve = L3>\+|\A- 4\/9)\ -\); ">\' zr“' 3\): 2)\"‘ 3“‘ 5\)]

Montrons que si ce vectcur est nul,)wtd(’\) ne seront pas forcémont nuls.

Si le vecteur est nul, on a 3 3/\+M— 4y =0 (1)
| N -V =0 (2
-p-2ph+3y =0 (3)

2.>+3‘x-sv =0 (4)

Cc systéme de Qué,tre équations a évidcmment pour solution :>\

MV -0
Mais ce n'est pas la seule solution. En effet (2) nous d.onne/\ri
et (3) devient=2>\-2‘\&=0 ou>\=‘«A o
Le systéme admet donc toute solution 3 )\ = ‘\«=\) = K, K étant un scalaire
quelconque, positif ou nul.
Donc les trois vecteurs a, b, ¢ sont linéairelyent dépendants.
Vérification ¢ On a par cxemple

a+b+c=0
les >, ‘J s\ sont dans ce cas égaux & 1 ( et non nuls).

III -~ 2 - Digtance de dcux points.

ITT — 2 - 1 — Distnnce de deux points M’ ot M2 dans le plan R2.
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X, — X
y P
v 2\
> 2 —=, —
MQ/ M1 M2 =M1H +HM2

Par définition la distance de M1 et M2 sera
la longueur M, M, qu'on note 4 (M1 MQ)L
2 2
Ly >(§D On aura donc :d (M1Mé) = (x2 - x1) +(y, _ y1)2

a (M1M2) = (x1 - x1)2'+ (y2 - y1)2 c'est une quantité toujours
positiva.
Au lieu de distance de 2 points M,, M, on peut parler de distance de 2
— ~ : 1 2 —_—

—

vecteurs Oﬁ1

coordonnées de 1l'un étant identigues aux composantes de ltautre.

Oﬁé. On confond ainsi le point M1 avec le vecteur OM1 2 les

Cas particulier : Si M1 est confondu aveo lforigine 0, on a @

2 2 2
d (OM2) =X, t ¥,

II1T1 - 2 — 2 - Distance de 2 points M, et M, dans l'espace R_ .

1 2 Ry
.
‘- — X —_ X
X’B My, Ona:OM-_-.y} oM. = y2
V4

" ; 1 2‘;’2
8 ¢ Hy 1 2

Ha ~e. ) @""‘7’2 —_—2 -.472‘ —»2 —»2 —2
- - -t - =
. m% _%H+m2-%; +m%+m%

_ S '
//////;<E> {4) On note toujours d (M1 M2) la distance de M1 ot M, .
En .
2

d2 (M1M2) = (xz - x1)2+(y2 - y1)2 + (22 - 2’1)

III - 2 - 3 ~ Distance de deux points M, et M, dans 1'espace R (T dimensions).

Par analogie avec la définition de la distance de deux points dans
1l'espace & deux et 1'espace & trois dimensions, on exprimera le carré de la

distance de deux points M, et M2 dens l'espace RT par
1

2
a® (MTMz) = (y1 - x1) + (y2 - x2)2 + eee (yT - xT)2

2 t=T 2
ou d® (MM) = & (v, - x,)
172 t i
t =1
:z, xz.,.. xT et y1, y2 .ss yT étant respectivement les coordonnées dé M1

—, )
et M2 (ou les composantes de OM1 et 0M2) dans l'espace & T dimensions.
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AT
d2 (M1 Mz) est le carré de la longueur du vecteur D = Yo = %5
2 Z 2 :
en particulier 4 (OM2) = ?yt Ip o *p
il ~ 3 = FEPRESSTON DU COSINUS DE L'ANGLE DE DEUX VECTEURS.
— —
Soicent X et ¥ deux vecteurs du plan R2 et “leur angle
N v On a 1'6galité veotorielle :
— —p — -
O0X = OH + 0K
—> —
OH étant la projection de OX sur OY
— —

~ ~ OK étant la projection de OX sur OV

7 / w4
orthogonal & OY .
-

Calculons le produit scalaire <OX, 0) )

—_— - —_ > -2 - = =
Lok, orp={ox+ ok, T)={om, OY> + L 0K , OY

- — — —
0%, 0OY >est nul puisque Olf et O0Y sont orthogonaux
N e — —
(ox, ox)y = oK, ory={ om. oY, Or p

— -—D .
OH et OY étant collinéaires

I1 vient /\(‘);?, E§> = OH . oy?
oY
Cr ‘OHK = }OX’ cos 0{ Dioh :<5§, 6?> =‘OX‘ . ‘OYIcoso(
— —
cos ol = SOK; OT>
{ox]{. |o]|

Ainsi : le cosinus de l'angle de deux vecteurs est égal au rapport du

produit scalaire des deux vecteurs au produit de leurs longueurs.

IITI -~ 4 — VARIET'S LINEAIRES DANS UN ESPACE VECTORIEL A T DIMENSIONS.

IIT = 4 - 1 -- Dans le nlan R2.

On définit une droite passant par l'origine comme 1l'enscmble des
points de la forme : )\X ; X étant un point domrté de 17{2 et )( un scalaire
quelcongue.

Plus généralcment, on définit une droite passant par le point Xo comme
ltconsemble des points de la forme :

)\X + XO X et }ZO 8tant deux points de R2 et /\ un scalaire

quelconque.
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11Tl - 4 — 2 -~ Dans l'espace R3 :

On définit une droite passant par le point Xo conmc¢ l'enscomble des
points de la forme :}Q‘X + XO
On définit un plan passant par les points Xo et X_1, comme l'ensemble des
points de la forme >\X xR+ \)Xo

>, V\, \} étant dos scalaires quelconques

11T - 4 - 3 - Dans l'espace RT.
Par analogiey; on définira dans l'espace & T dimensions des ensembl:zs

de points appelés variétés lindaires de la forme :

aTX1+a2X2+a3X3+...apo

ol X1 e Xp sont des vecteurs donnés, 8y .o ap des ‘scalaires quelcongues.

Aux droites correspondront des variétés de la forme : %X1 + X2_.‘

Aux plans correspondront des variétés de la forme ¢ >X1' + MXZ +\JX3
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ITI — 5 — NOTIONS SUR LES ENSEMBLES CONVEXES.

III - 5 -~ 1 —- Concept de convexité.

Soit un ensemble de points du plan : D. On dit que D forme un domaine

convexe si toute intersection noxn vide d'une droite et de D se compose d'un
seul segment fermé.

Un cnsemblc convexe est donc un domaine convexe, c'est-a-dire tel que si
A et B sont deux points de D, il existe au moins un segment de droitc conitinu
formé de points de D et réunissant A ot B.

Les points frontidres font partie du domaine : en chaque point frontidre
il existe une droite &1 moins gu’ laisse tous les points dans :ma des demaim
demi-plans qu'elle définit.

Exemples :

Domaines non convexes Domaines convexes
S _//’
Ty
A s o
AT f”‘fF\ |
tf o fee B v/ ey’
F#T . /), -
Lo //'
T —— 2 ?'—‘)é' \

i
P / / ’ Tl

IIT ~ 5 = 2 -- Courbe convexe.
Soit unc fonction y = £ (x) définie et continue pour:xfi[}xo x1’
et admettant une dérivée seconde de signe variable sur x , X, ’;
1" °
Prenons s y :> 0

y' est donc une fonction croissante de x. Le domaine (D) formé par l'arc

de courbe AB et la sécante AB est convexe, toute tangonte & la courbe laisg-nd

ce domaine dans un seul demi-plan.

:ﬂ %

Soient deux points C et D de la courbe, Lo

segment CD appartient au domaine (D) et 1'axrc

| 3 | de courbe CMD sera situé d'un scul c6tl cu

Dy il .
| : M ! segment CD. Si P est le milieu de AB on aura:
L L £ (P) = _‘I_Lf (o) + £ ()], £ (o) ot £ (&)

étant les ordonnées de C et D. L'abcisse dg P sera ¢ + d7, ¢ ¢t d étant les

abcisses de C et D. Soit M lo point de la courbe d'abgcisse c + d
2

Onaura:f(M)=f(9_z_g)§%f(c)+%f(d)
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ITI - 5 - 3 -~ Le barycentre ou opérateur linéaire convexa.

a = Baryccntre de deux points.

Soient deux points A ot B affectés des coefficients a et b

positifs ou nuls. Soit 0 un point quelconque du plan. On appelle barycentre
de A et B le point M defini par la relatioQ—;

—> —
oM = a OA + b OB
a+b a + Db

Propriété : M nc dépend pas du point O. En effet, soit 0' un autre point du

plan. On a :

= = 3

—_ = —> —_—  —> e S
off = 00" + 0" = _a _ [00" + 04T+ _b _[00 +0'B]
a+ b a+b
=52 7 4
Dot O M= __a OA + Db 03B
a+b a+b
v — —> — -
Si on remplace O par A on obtient ¢: AM= a AA+ b AB= b AB
’ a+b a+b a+b
= > —>
Si on remplace O par M on obtient : MM = a MA + b MB
—_— a+b “a + b
Ou encore ﬁ% -2
MB a . . 5 s s
Si le rapport b varie de O & 1l'infini,
} +— a
M B M décrit le segment AB de A en B.

(1) (3)

Donc s l'ensemble des barycentres des points A et B cst constitué par

1'ensemble des points du segment fermé [A, 3].

b - Barycentrec de trois points.

Soient trois points A, B, C, affectés des coefficients a, by, c,
positifs ou nuls. Soit O un point quelconque du plan formé par A B C. On
appelle barycentre de 4, B et C le point M défini par la relation :

o 2 __ o1 b o —T]
"z F+bro XtTTv i Ta+b+o
(St s £ s == __&a+b a__ =z b -%] c =z
Propriété : On peut écrire OM R [}.+ 5 OA + p——— OB + T T T o oC
\“——”’:ﬁsﬂ~"——_d/
= athbh > c — h
ou ¢ OM = T+ b5+ o OM1 + T b 7 o ocC M1 étant le barycentre de A ot B

affoctés des coefficients a ot b,
Ainsl : pour obtenir le barycentre d'un ensemble de points, on pcut remplacer

plusieurs points par leur barycentre, ce point étant affecté d'un cocfficient
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égal & la somme des coefficients des points dont il est le barycentre.

Conséquence : Le barycentre de trois points A, B, C est un point du

triangle ABC (domaine fermé qui comprend les points intérieurs du triangle

et les points frontiéres des cétés).

¢ - Barycentre de n points.

Dans un espace de points repérés vectoriellement par T coordonnécs

(espace "affine"a T dimensions) on considdre n points P,
P, (ou OPi) aura pour composantes : X;; y Xpy 3 see Xps

On appellc barycentre des n points Pi affectés respectiyement des coefficicnts
. E a; OPi

ay ;; 0, le point M tel que : ol =
< 2
lc point M est indépendant de 0 et ses coordonndes sont Xq e X
telles que : ﬁiai xKi

xK fi?i
Dans la recherche d'un barycentre, on peut toujours remplacer plusieurs

points par leur barycentre.

ITT - 5 — 4 = Polygones ou polyédres convexes.

Définition ¢ On donne n points Mi dans un cspace & T dimensions.
Liensemble des barycentres des n points Mi est appeléspolyddre convexe

5 Y . H s e e so s °
engendré par les M, . On le note 53(M1 M, Mn)

a) Bspace & une seule dimension. Soient deux points M1 et M2 qui

seront les sommets du segment polygone convexe qulils limitent.
si A& P (m, uy)
BE P u) ona: T(A.B)(_(SJ (i, M)
puisgque 1l'ensemble des barycentres des points M1 et Mé est constitué par

l'ensemble des points du segment fermé[:ﬁ1 MZ;]
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b) Espace & deux dimensions. Soient six points OABCDE. On aura :

‘ n aurs : P (0aBoDE) = P(ouBC)

car D et E sont des barycentres de AOB et
de OBC.

O, 4, B, C, seront les sommets du polygone

convexe. Les segments OA, AB, seront les

arétes.

Tout point P d'une aréte est appelé point
frontiére : c'est le barycentre des quatre sommets O A B C; deux coefficients

au moins étant nécessairement nuls. Par excemple P sur A B sera le barycentre

de O A B C
(0) (a) (v) (0)

c) Bspace & trois dimensions. Soient quatre points A B C D.

qD (A B CD) sera le tétraddre de sommets A B C D. Tout point M
de jDSera barycentre de A B C D avec les coefficients a, b, c, d.
Si trois des cocfficients sont nuls, le point M est un sommet.
5i deux des coefficients sont nuls, le point M ost sur une aréte.
Si un des coefficients est nul, le point M est dans unc face de’j?

A 2
SiMy, K, My, M, Py on aura s P (u, M, M, M4)( §$(4 B C D)

d) Ispace "affine" & T dimensions. Soit un ensemble de points D de

l'espace affine. Cet ensemble est dit domaine convexe si quels que

soient les points M, ... Mh E_D, tout barycentre de M ...Mn

1 1

appartient aussi & D.

Tout segment fermé LM1 Mé] défini par deux points de D est
inclus dans D.

En outre, si M, ... M £D P (M, ... M) (o

IIT - 5 - 5 - Relation fondamcntale des domaines convexes.

L'intersection de deux domaines convexes est un domaine convexc.
Cons8quence ¢ l'intersection de plusieurs demi-~plans fermés constitue un

polygone convexe dans l'espace & 2 dimensions.

Ainsi, los points du plan qui représentent les solutions simultanées
d'un systéme d'indquations linéaires du type ax + by + c‘> <;O forment un

ensemble polygonal convexes
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Exemple : Soit le systéme suivant d'inéquatigns linéaires ¢
x ;; o]
y> O
2x + 3y - 6 5; 0
x-y+ 1 ;} 0

\3, Les solutions du systeme sont les points
\ du polygone convexe O A B C limité par
les droites d'équations
2
//\\ x =0

N =0
/// i . y =
/
’//'////\/\ N ox + 3y = 6
1

x—y:-

Coordonnées de 0 (0, 0O)
de A (39 O)

de B (3/5, 8/5)
de ¢ (0, 1)

&
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Cours IV .

NOTIONS SUR LES FONCTIONS LINEAIRES - MAXIMUM ET MINIMUM DE FONCTIONS
LINEAIRES.

IV - 1 - INTRODUCTION,

Les vecteurs et matrices servent & représenier par une seule expression
. . 2 . . . . 7/
plusieurs quantités différentes. Par exemple, les produits livres par les
industries d'un pays donné peuvent &tre représentés par un vecteur ligne

X = (x1 esee xn)
les X, étant les quantités de produits 1... 1 ... n livrés.

Considérons un vecteur-colonne Y qui représentera les prix de chacun

des produits i

yi
Y=/ °
yn
i=n
X.Y = :E: Xy yi représente la valeur totale de la production
i=1 globale des industries,

On constate que :
1) S8i X est multiplié par un scalaire K:(K X).Y = K X Y
ce qui signifie que si la production globale est multipliée par 2, 3, 4 coos

sa valeur totale sera également multipliée par 2, 3, 4 ....

2)SiX=X1+X2 onas XY= (X1+X2).Y=X1Y+X2Y

ce qui signifie que si X, représente la production globale d'une région 1

1
et X2 la production globale d'une région 2, le pays é¢tunt divisé en deux
régions 1 et 2, la valeur totale de la production nationale est égale aux

valeurs des deux productions régionales,

IV - 2 - APPLICATION LINEAIRE,
IV~ 2 - 1 — Définition.

On appelle appliqggion linéaire une application qui a un vecteur v

associe une fonction f (v) telle que s
gf (v1 + v2) = f (v1) + f (v2)
et (f (Nv) =N (V)

v1 et v, étant deux valeurs quelconques de v,)\étant un scalaire quelconque.
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IV - 2 - 2 - Exemples classiques d'applications linéaires.

. . . N - . . ..
Une application qui, & un vecteur colonne v associe le¢ produit matriciel

N e 4 ] . .
[Mge v ,[M]etant une matrice de scalaires ayant autant de colonnes que'??a

d'éléments, est une application linéaire.

d :
On peut aussi associer a un vecteur-ligne u le produit matrlvlel u.|“¢}

—>
Dans ce cas[M est une matrice de scalaires ayant autant de lignes que u

a d'éléments,

Exemples : a) ?: Z) LM]: (1, 2, = 1) D'ou [M] :r =X+ 2y - ¢

L'application V'—~> [ﬁ1 viest llnealre

b) ;?= (xy 2) [M] D'ol : ;?.[M}= 2X+y+ 33
3
> .
L'application'az_9 u .[ﬁ]est linéaire
\
c) [ [M} 1221 [M] f E 212 N 2x3 rx)
X2 3121 3x + Xy + 213 + y4i
*3 4215 4x1 + 2x2 + Xy o+ 5?*
x4 - —

—~7 :
) u=_(y, 7,739, y5)[ﬁ]= ‘Mj (2 +¥5+ 37 #7551 +25,

+4y y+25 )

- OQw-=0N
fo BV I NG \ VRN

Remarque Lorsquetﬁ]se réduit a un vecteur, on utilise 1'expression
forme linéaire pour désigner toute application qui & v associe le produit
matriciel [M}. ;?

c'est le cas des exemples a) et b) ci-dessus.

Le vecteur M' transposé de M est souvent appelé covegteur et s'écorit

Le produit de ;?par M' n'est autre que le produit scalaire de ces
—>
vecteurs,
Exemples - hd
vV =
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IV -~ 3 -~ FONCTIONS LINEAIRES.
IV - 3 —- 1 - Définition.

L'application qui a plusieurs variables x1 Xy oo X associe
l'expression ¢ 2 =2 + a, X, + 8, Xy + «o + & X
P o} 1 1 2 "2 n n

est dife fonction 1lindaire des variables Xyy Xy oo X

NOTA -2 I1 conviendrait de dire : "fonction & variation linéaire' au lieu

de fonction linéaire.

Exemple ¢ v=4x+2y-2+3t-8u+1/2
est une fonction linéaire de 5 variables

X; ¥s 2y, ty u

IV - 3 - 2 - Figuration graphique la fonction : 2z = ax + by + ¢

- ]
Soit I le point de l'espaca{Q X y zjqui
a pour composantes (0, O, ¢)

Soit M un point gquelconque x y 2

N vérifiant z = ax+ by + ¢

B4 M (*
'3//i(/// L)é> ™ a pour composantes

T =i

vy — =

0ac) Alllﬂ\ 7
( (& \\7 /\j . O
O + y{1
. - a x + b ay b

X

C

%

D'olu ﬁﬁ = X, A + ¥y B
> .

A" et B étant deux vecteurs donnés indépendants

e N . . .
de x et y IM appartient ainsi & 1l'espace vectoriel engendré par 'E?et fz

c'est-a~dire au plan I A1 M B1

L'ensemble des points M dont les coordonnées vérifient z = a x + by + o

-
est le plan ra ssant par I ¢t contenant les vecteurs A et B

IV - 3 — 3 - Lignes de niveau dans le plan représentatif de z = a x + b

Ce sont des droites de direction indépendante de leur altitude, leur

pente commune étant : — a , leur ordonnée & l'origine étant 2, =8
b b

y=-2a %= C sera donc l'équation de la
Ty
dreoite de niveau d'altitude Z, -

On a aussi s z, = ax+ by+couzlax+ by=-cte
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IV — 3 - 4 -~ Propriété fondamentale de la fonction linéaire.

Soit ¢ 2 = ax + by + ¢

Partons des wvaleurs Zys Xgs Yo telles que 2, = a X + byO +.C

Donnons & X l'accroissement h, & ¥, l'accroissement K

z + L1z = a,(xo +h) +byo+ec
z, + A2z = 5 x, + b (yo +K) +¢
Az +82z = ah+bK =z

1

Une sariation de x d'amplitude h a pour effet d'augmenter z de a. h
Une variation de y dtamplitude K a mour effet d'augmenter z de b. K
Une variation simultanée de x et y d'amplitudes respectives h et K 2

pour effet d'augmenter z de a h + D K. On dit qu'il y a additivité

des effets 3 l'effet total sur z est la somme des effets des variations

isolées de x et ¥.

IV - 3 = 5 - Gradient d'une fonction linéaire

goit s z2=ax+Dby+c

Le point M_ de coordonnées (xo Y, zo)

qui appartient au plan représentatif
Mo [ j 5 ) de la fonction z a pour projection le point
. > ;_;:"w.)
m_ sur le plan o_ o
0 Xy

Prenons dans ce plan, un point m

‘)% de coordonnées x1 =x, + h a

/,‘AA(—"\J,) y1 =yo+hb
|
) t- h étant un scalaire différent de zéro
L o 1]
* °(*4) |
A m1 est associé un point M1

au plan représentatif de la fonction z. Les coordon-—

appartenant

nées de M1 seron% H

X, =X_+ h a
o

N
"

¥, + hb

N
I

z, + h (a2 + b2)
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Dans le plan o oy, le vecteur m, m, de composantes (a, b) est

appelé gradient de z au point m

la direction de m % qui est la méme

gue celle de mo'ﬂi a pour pente b : elle

est perpendiculaire & la directidn des

' A '
ﬁ’ :x'k( lignes de niveau (droites d'équations :
- l a X+ by=cte ot de pente —.Q\,
Ao -0 b/

Mo o -
Propriétés du gradient s a) Il indique la direction de la plus forte

variation relative de la fonction z. on a en effet

e 2 .2 '
2, = 2, =0 z =h (a° + b°) et mom, =h.V a +D

Dlotr : Nz = \/a2 + b~ rapport indépendant de h, et dépendant
A

ﬁé ﬁ1 ‘ seulement de la direction m, m,

b) Il est dirigé dans le sens de 1'augmentation

de z (altitude ascendante). : ‘ »
c) Sa longueur est égale & \/a, + b2, appeléy

aussi coefficient d'accroissement de la fonction z.

IV — 3 - 6 - Distance enclidienne d'un point & une droite, d'un point & un plan.

a) — Distance d'un point & une droite.
Soit (D); la droite représentative de la fonction a x + by + ¢ = o

ou : y=-a ¢ dans le plan x o ¥y
- X - =
b b
Soit Mo un point du plan x ¢ y de coordonnées (x oy ¥0)
On aura : McH (distance de Mo 2 D) = a Xy + by o + ©
\/a? + b2

Exemple : Distance du point ( 2,1) & la droite d'équation

¥y=-3x+2 oulx+y-2=0
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)Sf MoH = 6+ 1-2= 5 =V2,5 H 1,6

N \/9+1 \/i0
\
- b) - Distance d'un point & un plan.

‘ "
’//”é o (2,10 Soit M ¢ de coordonnées x_y 2z
L o "0 o
H'/// .
r\\'

et P le plan d'équation a x + by + ¢z + 4 =0

T

. i’ La distance enclidienne de Mo au plan P sera @
. .

= 234 McH:axo+byo+czo+d

\
e
\JAZ + b2 + 02

Exemple : Distance de l'origine O (o, o, o) au plan d'équation

X+ y+ 2= n
™ |- !'%3 ‘= AN 5 Ao
S l 3 3

3
=-,\\/_‘3:"” si N(O
3

CH=\

[l ‘\‘
AN
Cy -
T 7
~

N
\
»

~

=

IV ~ 4 - MAXIMUM BT MINIMUM DE FONCTIONS LINEAIRES.
IV -4 - 1~ Définitions. ’

On appelle polygone tout ensemble polygonal convexe d'aire finie s le
polygone est constitué par un certain nombre de c8tés et par la surface qu'il
circonscrit.

Un polygone a n cdtés a n sommets,

Un sommet d'un polygone est l'intersection des frontiéres de deux
demi-plans : deux des inégalités linéaires qui vérifient 1'appartenance &
ces demi-plans deviennent alors deux égalités.

De mdme tout point sur un cdté du polygone se trouve sur une frontieére
donc 1l'inégalité lindaire qui vérifie 1l'appartenance au-demi-plan limité par
la droite frontiére devient alors une égalité .

Un point intérieur au polygone ne correspond qu'a des inégalités

trict t n bien t no s .
srlcesA( > et no pas>/ou ie <e non pa é)
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Exemple : Représentation graphique de 1l'ensemble polygonal convexe

défini par les inégalités

S 2x+3y+9 ;; 0
-xX+3y+6 ;; 0

/&k} X+ 2y - 35; 0

Intersection de D1 d'équation: 2 x +y + 9 =20

. avec D, d'équation: — x + 3 y + 6=0

le point C de coordonnées -3, — 3

Intersection de D, avec D3 d'équation 3

1
X+2y-3=0

le point A de coordonnées ¢ - T, + 5

\\\~ RN \\\ Intersecction de D2 avec D3
\_ \"\\ //Z.‘ > /\ p 2 , (}
\ P S le point B de coordonnéess 21 , - _3
\ ] T R\ Nz > 5
\\ ZAA:_g% Supposons que X et y représentent deux niveaux

d'activité d'une usine, chacune des activités mettant en
ceuvre 3 biens dont les quantités des deux premiers satis-
font une demande donnée (2 premiéres inégalités), et dont
la guantité du dernier demeure inférieure & une disponi-
bilité donnée (3éme inégalité). »

Quels sont .les deux niveaux d'activité x et y qui rendront maximum
la fonction profit x + y, le profit unitaire de x étant le mdme que celui
de y. o
Les valeurs x et y sont représentées par un point M du polygone triangle
A BC. |

La droite d'équation x + y = }\est parallele & la droite d'équction
X + Yy = 0., La plus grande valeur de >\est obtenue gquand

X+ Yy = )\passe par le point B. On a alqrs H

21l -3 = =18 = 3,6
5 5 5

La droite x + §y = ?\qui passe par A correspond a ?~= - T+ 5

1]
i
n

i}
!

La droite x + ¥y

}\qui passe par C correspond & )\= - 3= 3
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X =21=y =-_3 correspondént aux deux niveaux d'activité qui
5 5

rendent X + y maximum,

X =~ 3y =- 3 correspendent aux niveaux qui rendent x + y minimum

IV - 4 - 2 - Théoreme fondamental.,

Theoréme s Une fonction linéaire a x + by + ¢ définie par 1l'étendue d'un
polygone convexe prend sa valeur maximum . (et sa valeur
minimum) & 1'un des sommets du polygone.

Soient PO un sommet de coordonnées;pO Yy et P1 un sommet de coordonuses

X, et ¥, du polygone convexe, le segment Po P1 constituant une aréte du

polygone.

N
Supposons gque a x + bxj + c;> ax, + by1 + ¢ ou Mo;; M1

1

Un point P du segment Po P, est barycentre des deux

1

points Po P1
Ses coordonnées s'écrivent 1/ x = agxo + ﬁ x,
A +AB
y=Ayo+By1
A+ B
o 3 . A
ax+by+cseradgal a : A (a x + b yo) + A (a x, + b y1) + C
L+ P ‘(+73
ou A (Mo—c) + .B‘(M1—c)+c=
& +f8 °Q+B
A Mo + M1 M

<+‘B tK+,B

a X+ by + ¢ sera compris entre M, et M

M1_§M éMO

Si P est uh point intéricur du polygon%,a X+ by + ¢ sera inférieure
& la valeur de la fonction linéaire correspondant & l'un des deux points Po ou

M, PO ¢tant un sommet, M étant situé entre deux sommets,
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Admettons que ce soit la valeur correspondant & M & laguelle
a X+ by+ ¢ sera inférieure. Cette valeur de M sera elle—-méme

/
/ \\\ﬂw‘ inférieure & l'un e des valeurs correspondant aux sommets PK PK o
+

M Ainsi de proche en proche, on aboutim & un sommet pour lequel

a X+ by + c aura la plus grande valeur possible sur 1'étendue du
~ polygone,
On démontrerait de mé&me que sur l'étendue du polygone, il existe un

sommet pour lequel a x + b y + ¢ aura la plus petite valeur possibie.

Conséquence : La méthode permettant de trouver le maximum ou le minimum d'une
fonction linéaire a x + b y + ¢ sur un polygone convexe plan est la suivante
a) on détermine les sommets du polygone
b) on substitue dans la fonction les coordonnees de chaque sommes
c) la plus grande valeur obtenue est le maximum de la fonction

d) la plus petite valeur obtenue est le minimum de la fonction

La méme méthode est applicable & une fonction lénéaire a x + b y +

cz + d dans un polyédre convexe sur un espace & 3 dimensions.

-
“
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COMPLEMENTS DE MATHEMATIQUES

Cours V

DERIVEES PARTIELLES ET DIFFERENTIELLE TOTALE D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS
VARIABLES - EXTRENUM D'UNE FONCTION DE VARIABLES INDEPENDANTES - EXTREMUM
D'UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES LIEES - EXTREMUM D'UNE FONCTION DE TROIS
VARIABLES -~ CAS GENERAL : MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE.

V — 1 - Dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables.

Soit la fonction Z = f(x,y,t,u,v,ee...) de plusieurs variables x, ¥,
To Uy V seensss
On aypelle dérivée partielle par rapport & x (ou y ou t....) la limite,

sl elle existe, du rapport: f(x +Ax, y, t, u, v...) - f(x, v, t, u, Veaa)
X

Quand N x tend vers zéro
ces dérivées partielles s'écrivent: 2!, Z', Z!, Z', Z!lcieeecss
b4 y t u v
Lorsque ces dérivées existent, on dit que la fonction Z est dérivable

~u premier ordre.

Par exemple: Soit Z = 2x2 t - xyt + y2 -t -Tx -4
on aura: Zi = 43t -yt - 7
Z' = -xt + 2
y - T,
Z% = 2x - xy -1

V- 2 - Différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables en un

point Xy Y, to U Voesaenes

Soit la fonction Z = f(x, y, t, W, Veeeeo..) Posons:fix = 18.dx
avec dx,; dy, dt,du, dv cecseee. By = ﬂ?'iy

. : Nt = 0p adt

g des constantes arbitraires Au = NG du

et s une variable quelcongue indépendante pAv = Mg av

de x5 y, ty u, v

On démontre que la limite du rapport :é%%— quand U tend vers zéro
est égale & l'expression: F; dx + F} dy + F% dt +...s 4 Z partant de la valeur
Q o : ’
f(xoyotouovo...)

Cette limite est dite différentielle totale de F en X T B UV eeens
On la note 4F

. .

D'ou: dF = F!' dx + P! dy + F! At + ' Adu + sevee
x y t u

o o o . o}
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V - 3 = Extremum d'une fonction de plusieurs variables indépendantes. ?

Soit Z = f(x, ¥y, t; Uy v..s) une fonction de plusieures variable
f"x "‘!

independantes. Soit m = yoi un maximum de Z par exemple
X5
i o
u
o
v .
0
. - - ™M
Si m_ est maximum, toute variation Qx|
!
des variables gque l'on notera {gz ne peut diminuer
Lo =
Lol 2z = f(xoyotouovo"°'>

En particulier, si 1l'on fait varier seulement x au voisinage
de x , en laissant y , ¢+ ; u
o’ [o] [o] o]

: 301 i - o ! . =
de x doit admettre um maximum pour x = X, Donc: Zx(xoyotouovo....) 0

» v, fixés, la fonction: f(x, Tos Tor Uy vo....)

De méme Z considérée comme fonction de y seul doit avoir um

maximum pour y ='y5.”

Ainsi, on est conduit aux conditions suivantes dites du premier ordre:

Z;c(xoyo'touovo. enae ) = O Z}'r(xoyotouovoo s 00 ) = O Z%‘xoyotouovoo LI ] ) = O

t{- — ! =
Zu(xoyoyouovo....) = 0 Zv(xoyotouovo....) =0 etCiceces
D'ou le résultat important:
N ‘
Si m = {yg est un extrémum pour la fonction Z = f(x ytuv ceo)
Pt
t 4O
LD

1o différentielle totale dZ est identiquement nulle en m

dZ = 2! dx + 2! dy + Z! At + 2" du + 2Z' AV + ... = O
CXo Y t u hal v
o o o o o

et cela, quels que soient dx, dy, dt, du, dv .....

Exemple: Soit: Z = 2x2 - Xy + ¥t - 2yt + y2 - 7x - 3t
Trouver le point extrémum m e
On a Zé =4x -y + t =7
Z! =-x 2y - 2%
v + 2y

Z% =X -2y -3
Les conditions du premier ordre nous donnent le systéme d'équations
suivants
%4x - y+ -7 =0 gui donne
“-x + 2y - 2% = 9 x=2y :_%_t _ _.%
( X - 2y -3 =0
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V = 4 — Extrémum d'une fonction de deux variables liées.

Soit Z = f(x,y) une fonction de deux variables liées x et y.

Cl'est-3~dire telles que l'on ait une relation du type g(x,y) = O entre elles.
On supposera que f et g soht deux fonctions dérivables.
x|
I1 faut trouver un point m, =§ng tel que g(xo yo) =0 et
[
tel que Z soit extrédmum (mipimum ou maximum)

dz = df(xoyo) doit 8tre nulle pour toute variation (dx, dy)

compatible avec la condition g(x y) = O
De plus : Si g(xoyo) =0 et g(xo +x, Yo +0y) =0 omna

. fdx |
1 1 — 3 1M i
g (xoyo)dx + g (xoyo)dy = 0 , cette condition exprimant que !,d _J est un

vecteur port§ Tm la tangente T a la courbe (c) représentative. des points

vérifient g(x y) = 0

m
o} _— On a donc les conditions du premier ordre suvantes:
o ' 1 -
¢ p B Zx(xoyo)dx + Zy(xoyo)dy =
1 1 _
< 1 ey (xy)ax + a(xyy )dy =
g(xy,) =0
- ' ]
* On peut dire ‘x Ex dy
ET = g' = - d_x = cte
7 ! J ¥
ou encore: —],C = —3{- =>‘ au point x_ ¥y
¢ &y o Yo

le systéme I est donc équivalant au systéme II
2t (x, v,) = Jeilx, v,)
1} 20 (x, ¥,) = Mey(x, v,)
glx, y,) =0
Exemple: Quel est l'extrémum de x + ¥y, x et y étant des nombres
réels positifs tel que xy = 4 ?

Onaura/ dx + dy = 0 q 1 =)x
LLiydx + xdy = O et ¥ 1 =)y
Xy = 4 xy = 4

1 1 s

ous ')'\_é' = 4 )\=-§ c;r/\ est positif

D'ous X =y =2 ou m=[2
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V - 5 - Extrémum d'une fonction de trois variables lides.

Soit Z = f(x y t) une fonetion de trois variables lides x, y, t,
clest-i~dire telles que l'on ait deux relations du type: g(xy t) = O,
hi{x y t) = O entre elles.

On suppose gue £, g ¢t h sont trg}s fonctions dérivables.
. . e
Ii faut trouver un point m = s:Vo tel que g(xoyoto) = 0,

toi
o

h(xoyoto) = 0 ot tel que Z soit un extrémum,

dz_ = df(xoyoto) doit &tre nulle pour toute variation (dx dy at)
compatible avec les conditions g(x y t) = 0, hixy t) =0

De plus si g(xoyoto) =0 et g(xo +0 x, Yo +By, b +0t) = 0 on a:

-1 ! =
sy (xy b, )ax + e (x,y v )y + ef(xy b )dt = 0

RE g

j est un vecteur porté par le plan tangent P 4 la surface représentant

—

x|
s ] qui vérifient: g(x y t) = O
-t .

les points m =

Bgalement si h(xoyoto) =0 et h(x0 +{ x, Y, +0 v, t, + At) = 0 on a:
1 ! =
hx(xoyoto)dx + h'(xy t )ay + ht(xoyoto)dt - 0

- y' o'oo
Hax |
;dy | est un vecteur pogté par le plan tangent Q & la surface représentant
ﬂibj les points m = | ~| qui vérifient: h(x y t) = O
E
On & donc les conditions du premier ordre suivantes:
'zi(xoyoto)dx + 2 (% b,)ay + zi(x y t, )dt = O
gr(x y 5, )ax + g&(xoyoto)dy + gz y t )dt = O
1;) h;(xoyoto)dx + h&(xoyoto)dy + h%(xoyoto)dt = 0
glx yz,) = O
h(xoyozo) = 0

Les trois premiéres équations forment un systéme d'équations linéairex

en dx, dy, dt. Le systéme n'admet la solution dx = dy = dt = O que si lag
matrice des coéfficients est réguliére. Pour qu'il admette des solutiors non
indentiquement nulles il faut et il suffit que la matrice soit singuliére

(déterminant nul).

s
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b 4 X X
Alors, les vecteurs Z;r g;r h;r -sont linéairement
1 1 1 2
Z‘b 84 ht dépendants
et il existe deux constantes /\ et~‘\\ltelles gque:s
[ o1 ' t
Zx + A 84 +txhx = 0
1 [ [} _ 3
II Zy +><gy + hy =0 au point x yo b
1 1 ! -
Zy + }gt o h! = 0
x
Parmi l'ensemble des points m = [y | réalisant g(x y t) = O et
t ' X |
hix y t) = 0, on recherche donc un point m, = Yo gui réalise sans con-
+
g'jl,,',b" [ [s]

traintes la condition du premier.de l'extrémum de la fonction:

Z(x y t) +>\ elxy t) +Ivh(x v t)
- C'est—a-dire 1l'annulation des trois dérivées partielles par rapport

N

ax,yett (systéme II).

Exemple: Quel est 1l'extrémum de x2 - 2xy + 32, X, ¥y z €tant liées por

x+y = 0
2y—z =—3

Posons: F(x y z) = X - 2xy + 3z +>x(x +y)+ r/\(2y - z)
D'ou: Fj'c = 2x =~ 2y + A

F:)'f ==2X +X + 2r\ qui doivent &tre nulles
R - -
L 3 t/\
D'ous fﬁ =3 /\= 2y - 2x
Il vient le systéme suivant: - 4x + 2y = =6
X+ ¥y = 0
2y -z = =3
qui admet les solutions x =1 y = -1 z =1

V - 6 -~ Cas général: Multiplicateurs de LAGRANGE

Les variables auxiliaires A ,t.k introduites dans 1'étude de 1l'extrémum
d'une fonction de deux ou trois variables liédes sont appelés multiplicateurs
de LAGRANGE.
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Dans le cas de deux variables liées, ces multiplicateurs s'inter-

prétent comme suit:

On doit rechercher m, o= [yo ) tel que f(xoyo) soit un extrémum local
et g(x y ) =0 OJ
ovo
5'il en est ainsi, on sait qu'il existe /X tel gue la fonction
S(xy) =F(xy) + N g(xy) admette un extrdmum local sur la courbe S
qui représente S(x y)

Le point m, est un extrémum de S(x y) pour toute variation de (x y)

au voisinage de (xoyo)

1]
(@]

1 = ! ,\ 1
Splx.yo) = Fr(xy,) + M ep(xy,)

1] - r el
8y(x,7,) = Fulxyy,) + Agp(xy,)
représentant les conditions d'extrémum local de S

Cette méthode s'étend sans difficulté au cas d'un plus grand nombre

de variables liées par plusieures ' conditions.

[

\2



