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VECTEURS LIGNES ET VECTEURS COLONNES - PRODUIT nE DEUX VECTEURS - DEFINITION 

DES NLATRICES - PRODUIT ·.~D..,uNE MATRICE PAR UN VÊCTEUR - ADDITION ET MULTIPLICATIC·N. 

DE rviATRICES. 

I -- 1 -Vect eurs lignes :et v ect eurs colonnes. 
. . . 

I - 1 - 1 .:.. Définition. 

Un vecteur ligne es t une liste de nombr es rangés 1 'un à .côté d.e 1 'autre. 

Les nombr es cont enus dans le v ect eur-ligne sont l e s composantes ou 

coordonnees du v-·ect eur. LEnir nombre caractéris e l e v ecteur ~ on distinguera 

a insi des v ecteurs lignes à J; 4 ••• n coordonnées ou éléments ou encore 

composantes. ( ." ; · . . 
·r", 

Les nombr es-éléments p(3uv.ent fa::\:re partie des ensembles N, z, Q, R, C 

respect~vement rtombres naturels, nombres entiers relatifs~ nombres frac­

tionnair es , nombres réels, nombr es compl exes. 

Exemples de vect eurs-lignes 

à 3 composantes (3, 7, 9) 

à 3 composantes (3, - 7' 9) 

à 4 corripos'an tes • (2/3, 1/4, .... 1/7-, '4) 3 
à 5 composantes · ( '( , ve; 9, 114,- -\Y- 2) 

re+ • ': •. t 

à 5 composantes (3 + 2i, 3if1' 1/4 i/5, 19, - 2/7)· 

On définit de même un v ect eur-colonne, comme un e liste de nombres rangés 

l'un au-dessous de l'autre 

Exempl es de v ecteurs colonnes 

( e) 

à 1 composant e 

à 3 compo1;3antes 

à 6 composantes 

• 



' 
IDEP/ET/XXXIII/356 
Page 3 

I - 1 - 2 - Egali té de deux vecteurs lignes ou de deux vecteurs colonnes 

Deux vecteurs lignes ou deux vecteurs colonnes sont égaux si leurs composantes 

respectives dans chacun d'eux sont égales. 

Exemple (1, 3, - 4, 0) =(2/2, 6/2, - 16/4, 0) 

I - 1 - 3 - liddi tion de deux vecteurs lig:nes ou de deux vecteurs colonnes. 

Remarque : On ne peut additionner que deux vecteurs lignes {ou colonnes) 

ayant le même nombre de composantes. 

La somme de deux vecteurs lignes {ou colonnes) à n composantes . ~est. ·un 

vecteur ligne {ou colonne) à n composantes. Chaque composante du vecteur somme 

s'obtient en ajoutant les composantes du môme 

Exemples :(4, 7,- 3) + (2ftn -t/2; 1/4) 
1 2 /- 1/4 

(-: + (: 

= 

rang des deux vecteurs initiaux. 

= (4 + 21'1' 7 - V2, 1/4 - 3) 
1 7/4 

7 + e 

0 

2 

On définit , ~ans difficulté la somme de plusieurs vecteurs lignes ou· 

vecteurs . colonnes. 

Propriétés : L'addition est commutative et associative. 

I - 1 - 4 - Produit d'un vecteur ligne ou d'un vecteur colonne par un scalaire. 

La multiplication d'un vecteur ligne (ou colonne) par un scalaire K 

(nombre quelconque) définit un vecteur ligne (ou colonne) ayant le même nombre 

de composantes, chacune d'elles s'obtenant en multipliant par K la composante 
• .. ! . •• ·; • 

homologue du vecteur initial. 

Exemple 

1/3 • 
1- 2 J 
1 f1 
\ 3 

= (
-2/3) 

1\/3 
1 

Conséquence : Si . u est un vecteur quelconque, son opposé - u s 1 obtient 

en faisant le produit de (- 1) par lL. 

Exemple 

(2, 7, - 4, - 8/7) a pour opposé ( - 2, - 7, 4, 8/7) 
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I - 1 - 5 - Soustraction de deux vecteurs lignes ou de deux vecteurs colonnes. 

Pour soustraire deux vecteurs lignes (ou colonnes), il suffit d'ajouter 

au premier le vec~0ur opposé du second. 

Dans ce cas également, les deux vecteurs devront avoir le même nombre de 

compo~a:ntes. 

Exemple : (3, 1, - 4) - (2, 1/2, 9) (1, 13/2, - 13) 

I - 1 - 6 - Vecteurs nuls. 

On appelle vecteur nul un vecteur ligne ou un vecteur colonne dont toutes 

les composantes sont nulles. 

Exemple : (o, - o, o, 0) 

Propriété: Si . u est un vecteur quelconque et 0 un vecteur nul ayant l e 

même nombre de composantes u + 0 = 0 

I - 1 - 7 Avantages de la notation vectorielle. 

Grâce à la notation vectorielle, on pourra désigner une collection de 

nombres par une seule lettre. Par exemple remplacer par x le vecteur ligne 

(x1 x
2 

x
3 

x
4 

••• xn) à n composantes. On opèrera sur cette collection 

comme s'il s'agissait d'une seule quantité : toutes les opérations où inter-
. . . 

viendraient x
1 

. x2 ••• xn seront ainsi remplacées par des opérations 

analogues où ne figurera que x. 

I - 2 - Produit de deux ve~~~~· 

I - 2 - 1 - Intérêt du produit de deux vecteurs. 

L'opération produit de deux vecteurs permet la combinaison simultanée de 

deux grandeurs représentées par ces vecteurs : par exemple prix et quantités. 

Les vecteurs seront l'un un v e cteur ligne, l'autre un vecteur colonne de 

mêmes composantes. 

I - 2 - 2 - Définition du produit de deUx vecteurs. 

Soient u un vecteur ligne et .fun vecteur colonne ayant tous deux le môme 

nombre n de composantes t.-4 1 ••• ·Ltn et V 1 • • • \ i n • Le produit ,.y, 1/ est 

défini par l'expression 1 

t -11 + v' 
2 + ... + ·Un v~. Cotte Gxpression est un scalaire. 
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I - 2 3 - Produit scala ire de deux vecteurs. ( x ) 

A- Dans le plan à deux dimensions R2 -soient X1 =y~ et X2 
deux vecteurs de ce plan. 

r 
On appell e v ect eur transposé de x1, le vect eur ligne x1 = (x1 y1) 

Et l e produit scalaire de deux vecteurs x1 et x2 n'est autre que l e produit 
1 

des vecteurs 1 x1 • x2 • (x1 y 1 ) • ( ;~ ) = x1 x2 + y 1 y 2 

On utilis e l os notions équivalentes suivantes 

x~ . x2 = x; • x 1 = < x1' x2 ) = ( x2, x1 > = x 1 x 2 + y 1 y 2 
'"' Propriété fondamentale : Si <:x1, X2 > = 0 +es vecte~s x1 et ~2 .du l pO::: :p an -~-

sont orthogonaux. 

--- -Soit OM1 M2 x2 
~= 

_.,_ -M 
1 x1 1V12 ~ 0 

l es triangl es rectangles ox
1 

M
1 

et 0 X
2 

M
2 

sont semblables. ox1 est donc perpendicu­

maire à ox2 • 

B - Dans le plan à T dimensions RT - soient X 

deux vecteurs à T composantes, on définit 

le produit scalaire de ces deux v ecteurs xT 

par : T 

x 
1 

• ) = '}' • x = 4, J > = ( 'f, x > = ~ 
1 

et y= 

x. y . 
J_ J_ 

Par analogie avec le cas du plan, on dira que X et ~ sont orthogonaux 

quand leur produit scalaire est nul. 

Autres propriétés · du produit scalaire 

1 - < x1, x2 + x3 > 
(À· x1, x2 > 

Nota a Dans le produit de deux vecteurs, on écrit toujours l e vecteur ligne 
en premier et le vect eur colonne en second, 
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Soit x 

On :a 1 

- .ApJ?lication 

= (x1' x2) et a = (3) 
4 

x a 

xb 

x a 3 x1 + 4 x2 

xb = 2 x1 + 3 x2 

= 

= 
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2 b = (
3
). Déterminer x 1 et x2 sachant que 

., 

7 
Il faut résoudre l e système 

3 x1 + 4 x2 '!':! 1 

2 x1 + 3 x2 7 

n• ·où 't1 =- 31 

x2 23 

I - 3 -Définition des matrices. 

Une matrice est un ensemble de nombres disposés en rectangle 

a12 a1j ... a1n 

a22 ... a2j . .. ~2n 
• _, 

• 
• • 

= ai2 a .. a. 
~J ~n 

• 
• 0 

a m2 a mj a ... . mn 

Les nombres a .. sont les éléments de la ma triee qui contient rn lignes et 
~J r J n colonnes. La matrice ~ est de la forme : rn x n. Elle possède rn x n élémo:1tG" 

Si rn = n la ma triee est di te carrée d ''ordre rn 

Exemples : 

c~ 
3 4 vrc_ 1/3 

~ 
est une matrice de la forme 

2 7/9 4,2 0 
3 x 6 

e 0 1 1 0 

le vecteur ligne 1 

( 1 7 2, 4) est matrice de la forme 1 3 \ une x 

le vecteur colonne (\~ ) est une matrice de la forme 2 x 1 

Egalité de deux matrices : Deux matrices de mSme form e (donc ayant l G même 

nombre de lignes et le même nombre do colonnes) 'sônt égales ei et seulement s i 

leurs éléments correspondants sont égaux. 



.. 
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Ecrire 

Remarque 

--3 1 4 a1 b1 01 

2 7 8 = a2 b 
2 c2 

0 1 2 a3 b3 03 

l os deux ma trices ci-dessus 

sont carrée s de form e 3 x 3• 
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revi ent à écrire 

= 3 b1 = 1 01 4 

= 2 b2 = 7 02 8 

= 0 b3 = 1 c~ 2 
.J 

L.=_4._:: Produit d.' une ma triee par un vecteur. 

I - 4 - 1 - Pro~~uno matrice par un vecteur colonne 

La matrice est clG form e rn x n, le v e ct eur colonne doit être de f oJ>rr: o 11 x 

(il possède n éléments). Désignons la matrice par [A] et l e v e ct d:t.u· colcnn o 

paru. Le ~roduit [A] . u par définition s er a un v e cteur colonne à m él éuont~. 
cha que élément étant obt enu en multipliant l es composant es d 1 un o ligne c;_u û -· 

conque de la mat:Jic e (1] par l e s composant es correspondant es du v ect eur u ot 

en a joutant les différents produits. Dans .. l e cas l e plus gén ér a l OJl au :ra 

a11 a12 a1 j ... 
a21 a22 ... a 2j . . " 

[AJ.u = 
aiî ai2 . . . a . . .. J.j 

a. m1 a m2 • • 0 a mj ... 

a1n 

a 2.ri 

x 
a . J.n 

a mn 

· u 
2 

u . n · 

a11 

a.21 " 

ai1 

a m1 

· U 
1 + a î2 

u1 + a 22 

• 

u1 + ai2 

u1 + a m2 

On aura toujours dans l'ordre LA} · e.t u au mom ent d' effe ctuer 

l'opération du produit. 

I 4 - 2 - Produit d'un v e ct eur 1~~ pa r une matrice 

~-· 

u2 + .... a " u i • •• 1 

•Ji.'J. :.1 : 

u2 + • •• + a2:'1. u 
n 

u2 + ••• + a . u 
J.n ::L 

u2 + ••• + a mn 

On définit de façon analogue l e pro duit \[. Ql.J d'un v e cteur l i &"J. ,) è.. :r. 

éléments par une matrice de forme rn x n. Le v e cteur ligne s era de forme 1 x m. 

On aura : 

\[. [A] = (V: 1 

a 
mn 
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Le produit V·. (A] sera un vecteur ligne à n éléments, chaque élémm t étant 

obt enu en multipliant les composantes d'une colonne quelconque de la matric8 

~.] par les composantes corre~pondantes du vecteur Vet en ajoutant les 

différents produits. 

4 - 3 - Exem:Eles 

( 1) 1 2 1 2 3 3 x 2 + 2x 3 + 1 x 3 (1 5 

1 0 4 3 x 1 x 2 + Ox 3 + 4 x 3 = 14 

15 2 2 3 
1 4 14 

5 x 2 + 2 x 3 + 2 x 3 22 

4 x 2 + 1 x 3 + 4 x 3 23 

Forme Forme Forme 

4 x 3 3 x 1 4 x 1 

(2) 2 2 -1x2 + 3X4 + 5x3 + 4x2 + 2x3 

4 1 43 

3 5 = 

2 0 

(13542)· = 

34 

3 2 1x2 + 3x1 + 5x5 + 4:x:O + 2:x:2 

Forme Forme Forme 

1 x 5 5 x 2 1 x 2 

I - 2 -Addition et produit de matrices. 

I - 5 - 1 -Addition de matrices de même forme 

a) L'addition ou somme de deux matrices de même forme donne pour résultat 

une matrice de même forme, chaque composante de la matrice somma é ta:1.-:; 
-... ~- ··-

égale à la somme des composantes correspondantes dos deux matric e~ 

initiales. 

Exemple : 
+ 

7 
2 = 

1 1 

7 

b) L'addition de plusieurs matrices de même forme se définit de façon 

évidente à partir de l'addition de deux matrices. Cette opération ost 

associative et commutative. 
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Si [A] est une matrice de forme rn x n et K un scalaire quelconque , l e 

produit K • {!t] est une rna triee de form e rn x n dont chaque cornposan te est 

égale au produit 

Exemple 

par K de la campos an t e corresponde.nte 

o, 7 • 11 2 J = ro, 7 
l3 1 4 1,4 -

2, Î 

0,7 2, 8 

I - 5 - 3 - Produit de plusieurs matrices. 

de JJ... 

a) Cas de deux matrices - Le produit d'une matrice GD par une matrice [B] 

implique la condition suivante 

Si [A] a pour forme m x ~' (B] aura pour .forme n x x, x pouvant être un 

nombre naturel quelconque. Donc : [E] doit avoir autant de lignes que ~î.J a 

de colonnes . 

Si cet t e condition ost remplie, [A] étant une matrice de forme m x n 0t \.?] 
une ma triee de .forme n x p, le produit [AJ par [B] sera un.e rna triee [9] de 

fo r :ne n: x 9 et de composante générale 

C . . 
~J 

= a. ) 
~n 

x 

• 
b . 

nJ 

égale au produit du vectem' ligne de [A] ayant le rang i par le v e ct eur 

colonne de [BJ ayant le rang j • 

·l /.~ ",i.,.... -1 .:c 
-'1 '1 

.0 )_ . 

t1 
A 

L 
/ 

l -- - · ·-

j · 

~- . - 1% \_ __ 

r· 



Exemple 

forme 2x3 

3 
1 
0 

g ] = f4 10 

1 ~/ l: 6 

44 
5 . 5 

forme 3x4 forme 2x4 
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b) Le cas do plusieurs ma triees. Soi.t [A] une ma trie e de form e rn x n, 

• 

[}3] une matrice de forme n x p, [c] une matrice de forme p x q, (p] une matrice 

de forme q x r. On a vu que 

l e produit [A] . [B) est une matrice de forme rn x p soit [M~ 
l e produit [M;~ • [c] ost une matrice de forme rn x q soit ~?J 
l e produit [M21· [DJ est une matrice de forme · rn x r soit [MJ . 

On peut écrire : 

CA] • [B] • [c] • [n] = [A.B] • [c]. 
' ...- ~ . 

[n] = (A. B. il . [D] 
~ 

Lé~- multiplication de M1 M2 

pl us i eurs matrioea est associative. 

Wais en général la multiplication ne saurait être commutative. 

c) Cas des matrices carrées. Si ' [A] et [B] sont deux matrices carrées de 

même forme, on peut effectuer les produits : [A] x [B] et @ J x [A] 
Mais en général (!J x [BJ sera différent de [B] x (A] 

Exemple : [A] ~ G ~ [B] ~ h ~] 
[A) x [ll] ~ [~ ~] [B) x [A) c J 
[A] x [BJ est différent de [_BJ x [~ 

I - 6 - .imtres défini ti ons sur l es ma triees. 

I - 6 - 1 - Matrices diagonales. 

On appelle matrice diagonale un e matrice carrée dont tous les éléments sont 

nuls à l'exception des éléments diagonaux (éléments qui ont los mêmes numéros 
A 

de ligne et de colonne). Une telle matrice sera en général notée: [A] 
Exemple : 
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On appelle mat:rjce i dentité une matrice diagonale dont chaque élément 

diagonal ost ég a l à 1 ,. Une telle ma triee est notée : [:IJ 
Exemple 

r~ 
jO ,_ 

0 0 0 

0 0 

0 1 0 

0 0 1 . 

Q:] d'ordre 4 

Propri é·~ é : Si Qi] es t une matrice carrée d'ordre rn e t [iJ la matrice 

i.donti-G é d'or r1xe m, on a : 

La ma triee j_de::1t i té joue le même rôle que le nombre 1 pour l e s :pro d".l.i ti:'l 

de nombres. [r]est ùon c un élément neutre du produit de plusieurs matric es. 

I - G •·· 3 ·- ~r:~ tri..E_~ zéro . 

Q~ appelle matrice zéro une matrice carrée dont t ous les élérnGnts sont 

nuls. Une telle rn~trice est notée GJJ· Exemple [g ~ = ~J d'ordre 2 

J::ropriété : Si [i~.J est une matrice carrée d'ordre rn e t [oJ la matric e 

zéro d'ordre rn, on e 

[_.&] + [o] = [o] + (1l] == (lü 
La matrice ,joue ::!. e môme rôle que zéro pour l e s sommes de nombres. [o] est 

donc un élément n eu-~re de l 1 addit i on de plusieurs ma triees . 

Remarqu~ : Le produit de deux matrices non null es peut donner la matrice 

zéro. 

Exemple [A] 

Dans ce cas, on d~.t que les matrices [1Q e t 1}3] sont des diviseurs de 

zéro. 

I_-·~:_L-: Puissan ce8 èL'une m'3.trico carré eo 

Si [il] es t un e matrice ca rr8 e d 1 ordre rn , 

cl~~ comme éte..nt égale au pro dui t 

on dé finit successivement 

[A] x [A] 
[A~ Il Il Il Il Il w x ~]x ~J 
[A~ Il Il Il Il Il -l x •••• G1J \A. 

~ ~ 

(q factcmrs) 
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Cos différentes matrices (toutes d'ordre m) sont les puissances de la 

m:=ttrices (.t0 
Cas particulier 

n) [r~ = [~~ :~~ = [r] (d'ordre rn) 

b ) [o~ co [ o~ [oq] [o] (d'ordre m) 

I - 6 - 5 - Transposée d'une matrice. 

On e.ppclle transposée d'une matrice [A], la matrice [AJ, obtenue en 

:i.nterchangoant lignes e t colonnes. Le terme général a. . de la matrice 

d 1 t . t ~J, -l.A'l e a ma r~co ransposee j 1 est donc identique au terme a .. 
J~ 

Exemple : r~ ~ 1 

[AJ ~ ~ ~J 
P.cmarque : Si (!~ J ost de forme rn x n sera de forme n x m. 

l).J 

• 

Il' autr e part, on démontr G gue l a transposée du produit de plusieurs matrices 

prises dans un certain ordre est égale au produit des transposées de ces matrices 

prises dans l'ordr o inv èrse :([A]. [BJ • [c] /.;. ( [c~. [Bj. [Â'] ). 

l_~ 6 - 6 - Matrices symétriques. 

U:r>.e ma"Gricc carrée es·i:; di te symétrique si ses termes, deux à deux symétri4.ues 

rar ~apport à sa di agonal e principale, sont égaux. 

Sxenple ~ 

est une matrice symétrique 

Propriété : La ligne cle rang K est identique à la colonne de rang K déi.ne un0. 

ma trice symétrique. 

Remarque : Les matrices diagonales représentent un cas particulier de matricoa 

symétriques. 

... t 
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COURS II 

INVERSE D'UNE Mil.TRICE C.ù.RREE - DETERl'lliNiiliTS - üPPLIC.ATION .A Li .. RESOLUTION 

D'EQUATIONS LINEAIRES - RANG D'UNE lvJ.ATRICE QUELCONQUE. 

II - 1 - Inverse d'une matrice carrée. 

II - 1 - 1 - Définition. 

Si [.t..J et [BJ sont deux matrices carrées de même forme~ telles que l e 

produit [BJ • @.] est égal à la matrice identité I (également de même forme), 

[:s] s era l'inverse d e lhJ . 
On ~crit [A -1J par analogie avec l'inve~s: d'un nombre. 

Si Gl -j est l'inverse de [ ll.] on a : [A -2] .lA] LA] . [A ~j = I 
F.ill effet multiplions G'i.-3 [1t] p~r [A-~, on a 

Ge~ . [A] . 01-~ = [L-
1 

• J . LA-1
] = r . [A-~ 

puisque par définition li. 
-1 

• 11 = I 

mais c-1 A • Al • [11-1] p eut aussi s'écrire =lA-j.G • A -~ 
On a ï -fj :LA - . [A. A-:J I [ · -~ ~, -~ • .i~ = .tl.. • I 

D'où : 
-1 A • A = I 

Dans ce cas, le produit d'une matrice par son invers e est commutatif. 

II - 1 - 2 - Premi er Théorème fondamental. 

Une matrice carrée ne peut avcir qu'une seule 

Soit [A] qui a doux ma triees inverses [A-~ et 
- 11 - .l 

quel li.-j ; LBJ 

matrice invers e . 

[B]. Nous.· allons montrer 

Par hypothèse : [:s . 1J = I 
Donc [ B • ~ • A -

1 
= j~ J • [ Jl_] • [A-j = [_B] • Gi . A-~ = [ B] • I = (:s] 

A-1 est égal aussi à : I • (A-~ = G-1] 

. . L -11 D'où : A _j 
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• 

Remarque : Il peut exister des matrices non nulles qui n'ont pas d'inverse. 

Par exemple : ti) __ = .l~~ -·ù [B] • G D. 
Le produit ~l] . [B] = 0 

Montrons que [1~ et [BJ n_:_on_:!! . pas d'inverse. 

Si [1Q avait une_j.nvers~LA-~ on aurait: 

13 = I. B·=- l!-Î . ~ .[13]=~-~~ [1ù3]= 11-
1 

• 0 = 0 

ce qui est contraire à l'hypothèse [BJ non nulle 

Le mêlile l'aisonnement s 1 appliquerait à ÜD 

11...:· î - 3 -· SGoo.aù. ·i:;héorèmo fondamental. 

Une matric e car::-ée a une inverse si et seulement si son détorminar1t n 1 -:::st 

pas nul. 

Co théorème sera justifié, une ::'ois précisée la notion de déterminant. 

II - 2 - Notion de déterminant. 

II - 2 - 1 - Définitions 

A tout e ma triee carrée [Ïl], on associe un nombre noté \_A 1 qui est appelé 

déterminant de c ette matrice. 

Par convention, si la ma trioe carrée est d'ordre 1, son dét erminant s era 

icl13ntique à l'élément qu' elle compr end .• 

Exemple si [ vJ = ( 1/2) on aura ~ L v_j = 1/2 

Si dans une matrice carrée [~1] d 1 ordre n, on supprime une ligne i et UllO 

colonne j, on obti ent un o matrice carrée d'ordre n- 1. Le déterminant de 

cette nouvelle matrice ost appelé mineur de l'élément a . . 
~J 

on l'écrit \Ai ·1· 
' J 

On montr e que lo déterminant de l a matrice [A] s'obtient, à partir des éléments 

d'une ligne ou d'une colonne quelconque et des mineurs correspondants, en 

formant l'expression 

• a . . 
~J 

Application : 

a) Déterminant d'une matrice d'ordre 2 

soit : [A] =[1 . 2l 
. 3 4.1 

Prenons la première ligne. Le mineur de 1 1 élément 1 est 4, 

le mineur de l'élément 2 est 3. On aura 

t~l = (-1)
1 

+ 
1 4 x 1 + (-1)

1 
+ 

2 3 x 2 4- 6 = -2 

.. 1 
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Si on avait choisi la seconde colonne, on aurait trouvé le même résultat 

[L] = (-1) 1 + 2 3 x 2 + (-1) 2 + 2 
1 x 4 = 4- 6 = -2 

b) Déterminant d'une matrice d'ordre 3 

Soit 

Prenons 

li]= 

G 2 3j 

[A} = \4 5 4 \ 
1 

\_~ 1 1 
..:.J 

la seconde ligne. On aura . . 

(-1)2 + 1l~ ~J 4 + (-1)2 + 2 

u~ . ,5 + (-1)2 + 3 ü ft . 4 

- (2- 3). 4 + (1 - 9). 5- (1 - 6}. 4 = 4 - . 40 + 20 c 1- 16 1 

a) Le dét erminant d'un produit de deux matrices carrées de même forme 

ost égal au produit cl·J S déterminants de chacune d'elles. 

Conséquence ; l e dé ternùnant du produit de deux matrices carrées do même 

forme ne peut ôtre nul que si l'une des matrices a elle-même un déterminant 

nul. 

Cette conséquence permet de démontrer le second théorème fondamental du 

chapj_ tre II - 1 • 

En effet . flo i t une matrice carrée El.Jqui a une inverse [.A-~. Par défini­

tion on a : [~!.] . [l ~-~ = I le déterminant de I étant égal à 1 est différent 

de zéro. Ce qui implique que los déterminants de [A] et [A-j sont égal ement 

différents de zéro. 

Si le déter;ninant de [à] est n~~, ct si [A-~ représente l'inverse de 

on a : 1 .t..l. 1 A·-
1

·1 = 1 ou 0 x \A j. = 1 ce qui est impossible. 

[AJ - ~e ~eut 
1

avoir d'inverse. 

la matrice [A]= ~~~ ~ ~l n'a pas d'inverse. En effo t 

_o 1 ~ 

l-,, l .Ll. 1 

Donc 

Exemple 

1 + 1 ) 2+ 1 ( ) 3+ 1 ) (-1) • 3: • (4-3) + (-1 • 1. 4-1)+(-1 .o. (6-2 = 3 - 3 + 0 = 0 

b) Il n'est pas vrai, en général, que le déterminant de la somm o de 

deux matrices est égal à la somme des déterminants. 

1. à) =- 2 

c.g G ~J 
li/ =- 3 

[ B J = [~ fi on a 

jA+BI~-8 
1 

:[A] + [ B] = [i ~ 
D 1 où \ il. + B 1 f \A J + l Bj 

Exemple : soit 
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II- 3- Règle pour inv erser .une matrice carrée. 

Soit une matrice carrée [il..Jdont l e dé t erminant lAI n 1 est pas nul. (A] est 

encore appelée matrice régu~ièr-;'. Pour eff ectuer 1' inversion do (!{J, c' es t-à-· 

dire déterminer l a ma trice Lil..-~ invers e de [A], la règl e est la suivant e 

L'élément situé à l'inters ecti on de la ligne N° i et d e la colonne n° j 

de la matrice invers e s 'obti ent en divisan t par l e dé t erminant LA 1 de la 

matrice à inv ers er l e mineur do l' é l ément correspondant de sa transposée 

(-1) i + j multiplié par l e coeffici ent 

Exempl e : soit à inv ers er A 

• 11. 1 = 10 

D'où 

La transp os é e Qe 

2 
-10 

=--4. 
-10 

-·...:..; 1 
-10 

Î 
- ·1o 

• _! 

l i 3l rlont l o dé t erminant 

L 4 2 -· [ ] [1 41 
[1~ s 1 écrit : A~ = 3 ~ 

16 . e -~J 
On vérifie que [Jl-J ~ [6 ~ I 

Cas particuliers : 

1 - Inverse d'une ma trice diagonA.le . C' est une matrice cl i agona l e dont 

l es éléments sont l e s invers es des Gl éments co r~espondants de l a matr i ce à 

invers er : 

Exemple 1/2 0 0 

0 2 0 

0 0 3 

a pour inverse 

2 - Invers e do la matrice i dentité :. G-~ = I 

II - 4 - Invers e du produit de plusi eurs matrices. 

dans 

dans 

L'invers e du produit de plusi eurs ma trices carrées de même ordre pris es 

un certain ordre est égal au produit des 

l' ordre inver se ·· : [ëAJ x [B] x ·. @ D -î 

Exempl e : [1 3\ . 2 1~ G 1-~ 
4 21 3 2 4 1 _. - _, 

inv erses do ces matrices pris es 

1 ..... -Tl [ -"fi r: --n _c _1 • B _j • t_:Li J 

181 
2~ 

dont l'invers e est 

• ~ 1 
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· r 22/40 _ 18/40 - j 22 - 18 

w ~ 3! 28 
qui est bien égal àu produit 

1 ~- 32/40 28/ 49..) 

._ 1 [-11 ~~ . r2 
4 4 J t3 

-~ Î l-2 31 
~ +10 4 -2J 

I~-=-Rremière ~pplication ; Résolution d'un système d'équations linéair6s. 

On a 

( 1) 

Sous 

a11 x1 + a12 x2 + ••• 

a24 Xî + a22 X2 + ••• 

a
1 

X 
n n 

a
2 

X 
n n 

forme matricielle ce système s'écrit 
(j) =[A] (X) 

'j étant l e vecteur colonne (~rn~ 

[AJ étant la matrice des co efficients 

de form e rn x n 

que 1 1 on suppose doilll_é -

: [~11 • • • a1n J 
a 1 ••• a n mn 

X étant l e vecteur colonne ( :~ ) inconnu 

Résoudre le système (1) c 1 est exprimer (X) en fonction 

Multiplions les deux membr es de l'équation matricielle 

On a : (X) 

ou 

Il suffit donc d'inverser la matrice des co efficients pour résoudre 

le système ( 1). 
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II - 6 - Seconde application : Modèle ouvert de LEONTIEF. 

On part du tableau d'inputs-outputs suivant 

Inputs des branches 1 Utilisations Total 
1 2 ... j . .. n finales Out pu 

·-
1 XÎ 1 ~12 • 0 • xîj ... x1n ;11 XA 

- · · 1 

Outputs 2 x21 x22 ... x2j 0 •• x2n 
y2 

x 2 
dos . . . . . • . 

• . . . . • . 
Branches . . • . . • . 

i " xi1 X.2 0 •• X. • • 0 x. 
fi 

.1\. . 
~- ~j ~n l . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . ~ . 

n xn1 xn2 ... x . .. x 
Yn 

x nj nn n 

Facteurs 
Z',K1 z 

é.i Kj 
?"~ 

primaires ., ... . .. .. ifu -
Total inputs x1 x2 x. ,. . . . ... ..1\. 

J :n 1 ----··· 

t s 

On fait 1 'hypothèse que tout flux ant r -3,nt è.ans U...'1 8 h.!:'anche est ) ro:portion­

nel à la production totale 

x. . = a . . '"· X. lJ ~ J J 

a.. . est la consommation intermédiaire de pr oduit i nécessaire pou:~ obtenir 
lJ 

une unité du produit j. On l' appel l e consomma·H on unitaire . 

Pour les facteurs primaires on suppose : z Kj = fKj • x . 'fKj étant la 
J 

quantité de facteur primaire nécessaire pour obtenir une müté du produi·i:; j. 

On a l e système 

a11 x1 + a12 x2 + .• • 0 a1n x + ~ Xî n 

x 
(--!) 

a21 x1 + a22 x2 + a2n n +)2 ' x2 

a n1 x1 + an2 x2 a x +]n = x 
+ ... nn n n 

qui peut s'écrire t1 - a11) x1 - a12 x2 0 •• - aîn xn =;:Î 
t1 1

) - a21 x1 + (1 - a22) x2 ... -a xn .'"' 'f2 2n 

l- an1 X1 - an2 X2 ... + (1 - a ) x =jn nn n 
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A étant la matrice des coefficients unitaires. 

Si les obj ectifs de consommation finale (/) sont donnés, les productions 

totales (X) nécessair e s pour en assurer la satisfaction sont solutions de 

l 'équation. 

D'autre part~ on a 

x1 + fK2 x2 + ••• + fKn xn 

ou (z) (x) 
(F] étant l a matrice des consomma tions unitaires de facteurs primaireso 

(z) = [F J . [ r - A}- 1 . Cf) 

On peut ains i c e.l culer (X) e t (3), c'est-à-dire la production totale qui 

a ssurera une consommat i on f j_nalc donnée et la quanti té do facteurs primaire s 

à mettre en oeuvre on vue de cette consommation. 

rr.éthode__J2r:::. t i que '~~ r é~~lution : le tableau d'inputs-outputs compo:vtan.t 

en général un n ombpo i mportant de lignes et de colonnes, on peut difficilerr. ent 

effec.tuer l'inv·orsi on d e la matrice [r- ~· J.~.ussi utilise-t-on l'identité 

r emarquabl e suivant e : 

[ I - 1Q ·- î :: I + [A] + [A 2j + [A~ 
analogue à l'~dentité 

~ ...,----- = 1 
'j - ::: 

des nombr e s r éo:l_a 

.... 
(X) [1 - ;~-;- ~ . ( '7J devient ainsi : 

(X) = [IJ • (j) + [_;0 o (j) + [112j. tf) + [11~. (i) + ••••• 

On calcule ainsi la production totale en ajoutant successivement à l a 

demande finale, l e :-. cons omma ti ons int Grmédiaires directement nécessa ires à c e tt e 

demande finale, puis les consomma ti ons intermédiaires nécessaires aux cons omi:'la-· 

tians intermédiaires directement utilisées pour la demande finale, et a insi è.o 

suite. 

Remarque : Si on fait l'hypothèse supplémentaire que chaque bien i ost 

affecté d'un prix p. 
-;; ~ 

p. = ...... p .. a .. 
~ j J• Jl 

et chaqu e facteur 
L + z. SK fK. K , 1. 

primaire K d'un coût sK , on aura ' 
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ce qui signifie que le prix du bien i est égal à la somme des val eurs 

des consommations intermédiaires et des facteurs primaires utilisés pour 

produire une uni té de bien i. 

(p) 

On peut écrire le système suivant : 

- a11). P1 - a21P2 ···- an1pn = s1. f11 + s2. f21 + ••• +sn. fn1 

a12•P1 + ( 1 - a22) P2 ••• - an2 pn = s1.f12 + 8 2"f22 + ••• + sn.fri2 

. 
a1n P1- a 2...'1 P2 ••• + ( 1 - ann) pn = s1.g1n + s2.f2n + ••• + sn.fnn 

ou sous forme matricielle : 

[r -A']. (p) = (!']. (s) _ _ _ 

~-~ 1 } étant la transposée do l!] , LF'] étant la transposée de LFJ9 

étant l e v ecta.ur colonne prix lP1J 

~nj 
(f) étant le vecteur colonne coût des facteurs (s 1 ••• sn) 

Le calcul de (p) s'effectue suivant l' équation matricielle ci-après 

( P) = Lr - A'] - 1 . lF' J . ( s) 

II - 7 - Rang d'une ma triee quel conq~, 

Le rang d'une matrice de form e rn x n est l'ordre du plus grand déterminant 

non nul que l'on peut extraire de ce tte matrice. 

On extrait un déterminant d'une ma trice en choisissant des lignes et des 

colonnes et en retenant l e s éléments communs à ces lignes et ces colonnes. 

Exemples . . .-
a) Soit [Al= 1 1 3 2 4 1 

1 

1 3 
2 0 2 

0 1 2 L4 

un déterminant extrait de cett e 

b) 1: 
1 

La matrice . 4 \est . 
-1 

.... 
d'ordre 2 n' est lJas nul 

1 
1 1 

1 1 

3 1 
_l 

matrice do forme 3 x 5 sera 

de rang 2 puisque le déterminant 

il a pour val eur ·- 9. 

1 2 : 
i 

4 1 \ 

•! 4j 
2 - 11 : 
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M. Bastiani 

NOTION D'ESPACE VECTORIEL - DISTANCE DE DEUX POINTS DANS UN ESPACE 

VECTORIEL ..;. . EXPRESSION DU COSINUS DE DEUX VECTEURS - VARIETES LINE.AIRIJS 

DANS UN ESPACE VECTORIEL A T DIMENSIONS - NOTIONS SUR LES ENSEMBLES 

CONVEXES 

III - 1 -NOTION D'ESPACE VECTORIEL. 

III - 1 - 1 - Définitions. 

Un espace vectoriel est un ansanble de vecteurs possédant des prop:cib·­

tés particulières. Il existe ~ns un espace vectoriel E un système·· dè vect.o1.u·s 

linéairement indépendants qu'on appelle base ou repère de E,. Soit par exempl e 

v1, v2, ••• Vn ces vecteurs : leur nombre n caractérise la dimcn"f3ion de E.,. 

On parlera ainsi d'espaces vectoriels à 1, 2, 3 ••• n dimensions. 

Tout vecteur X de l'espace vectoriel E de dimension n peut être mis, 

d'une manière et d'une seule, sous la forme : i = n 

x = ~ ~i v. 
1 

i = 1 

les Vi constituant la base de E, lesaZ
1 

étant des scalaires. 

Rappel i On dit que n vecteurs v1, v2 ••• Vn sont linéairement indépendants 

lorsque la combinaison linéaird ~1 V 1 + /t 2 V 2 + • • • ~ n V n est nulle, si 

et s eulement si 

quelconques. 

••• = 
' 

Àn = 0 , les (\1 étant des scalaires 

Si À1 = ).2 ••• = Àn = 0 on a évidemment:\ V1 +~2 v2 + ... _Î\n Vn = 0; 

mais l'indépendance linéaire des vecteurs v1 ••• Vn signifie que l'égalité 

À1 v1 + ••• Àn vn = o n'est vérifiée que si : A1 = À2 = ••• Àn = o 

Quand des vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu'ils 

sont linéairement dépendants. Dans ce cas, on peut avoir : 

\ 1 v1 + \2 v2 + • • • \. v = o 1\ 1\ l'n n 

sans que les À1 soient tous n.W,f3. 
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III - 1 - 2- Exemple d'indépendance linéaire- Les vecteurs a= (1, ~- 1, 2 )~ 

b = (2, 4, 1), c = (3, -1, -2) sont . linéairement indépendants. 

Formons: _>,a+~tb+ Vc= )..(1, -1, 2) + tA-(2, 4, 1) + V(3, -1, -2) 

= [À 1

+ 2r- + 3 y ' -~ + 4 ~ - v ' 2.\ + ~- 2 J J 
Montrons que si ce v ect eur est nul, À , ~ et y sont également nuls. 

Si le vecteur est nul on a : ·{ À + 2 tA + 3 Y = 0 

(1)-.À+4~-v -o 
2.À+ ~ -2V=o 

~'~'v doivent vérifier le système (1) qui n'a qu'une seule solution 

~=~=V=o 
none les vecteurs a, b, c sont linéairement indépendants. 

III - 1 - 3 - Exemple de dépendance linéaire. Les vecteurs a = (3, 1, -1, 2) ~ 

b = ( 1, 0, -2, 3) et· c = ( -4, -1, 3, -5) sont linéairement dépendants. 

Formons ) a + rb + V c = [ 3 ~ + ~- 4 \), À - J , - )_ - 2 r + 3 \) , 2 ;\ + 3 P - 5 V J 
Montrons que si ce vecteur est nul,\ 1 p, Y ne seront pas forcément nuls. 

Si le vecteur est nul, on a : 3;À + ~- 4 y = 0 (1) . > -\) 0 (2) 

- ). - 2 P' + 3 v = 0 (3) 

2 >. + 3 p - 5 v =- 0 (4) 

0 Ce système de quatre équations a évidemm ent pour solution :) = P=V 
Mais ce n'est pas la s eul e solution. En effe t (2) nous donne~ =Y 
et (3) devient : 2.\ - 2 f= 0 ou À = ~ 
Le système admet donc toute solution : )... = r =V = K, K étant un scalaire 

quelconque, positif ou nul. 

Donc l es trois vecteurs a, b, c sont linéairement dépendan~s. 

Vérification : On a par exemple 

a + b + c = 0 

l es ). , ~ , \J sont dans ce cas égaux à 1 ( et non nuls). 

III - 2 - Distance de deux points. 

2 
III - 2 - 1 - Dist"...nce de deu..v. points M1 et M2 dans 1 e plan R • 

& • 
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Par définition la distance de M1 et M2 sera 

la longueur M1 M2 qu'on note d (M1 M2)· 

On aura donc :d
2 

(M1M2) = (x2 - x 1)
2
+(y2 _y )2 

1 
. . 2 2 

d (M1M2) = \.{ (x1 - x 1) + (y2 - y 1) c'est une quantité toujours 

positive. 

Au lie~o d~tance d,e 2 points M1, M2 on peut parler de dist~e de 2 

vecteurs OM1 OM2• On confond ainsi le point M1 avec le vecteur OM1 les 

coordonnées de l'un étant identiques aux composantes de l'autre. 

Cas particulier : Si M1 est confondu avec l'origine o, on a : 

2 2 2 
d (OM2) = x 2 + y 2 

III - 2 - 2 - Distance de 2 points M1 et M2 dans l'espace R~. -

w M. ~ C) ~ (~J ; U On a : OM1 = ;~ OM2 = ~~ 
; li lJ . ' Q)--72 ___,.. 2 ___., 2 ~2 ~2 -72 ' ' / } 

- - -'.,. '·· ~ M M = M
1

H + EM2 = M1~ + M1~ + HM2 H 1 2 

On note toujours d (M1 M2) la distance de M1 et M2 
2 2 2 2 

d (M1M2) = (x2 - x1) +(y2 - y1) + (z2 - z1) 

H9 
III- 2- 3 ~Distance de deux points M1 et M2 dans l'espace RT (T dimensions) : 

Par analogie avec la définition do la distance de deux points dana 

l' espace à deux et l'espace à trois dimensions 1 on exprimera le carré de la 
T distance de deux points M~ et M2 dans l'espace R par 

t = T 
i. 

t = 1 

::1, x2 ••• , et y 1, y 2 ••• yT étant respectivement les coordonnées dè M1 
~ ~ 

et M2 (ou l&s composantes de OM1 et OM2) dans l'espace à T dimensions. 
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d2 ( M1 M2) est l o carré do la longueur du vecteur D 

d2 
T 

e:1 :particulier (oM
2

) = 1 y; 
- .-> 

So i ent X et 2 
Y dctuc vect eurs du plan R et ~leur angl e 

On a l'égalité vectorielle 
-; - ~ 
ox = o:n + oK 

= y2 x2 

YT ~ 

-7 --; 

OH étant la projection de OX sur OY 
___.;,-

0 1-j 7/ OK étant la projection 
--? 

orthogonal à OY • 

Calculons l e proè.ui t s c~lair e (Of, DY) -;::- _,> -?> -7 ~ (~ -7 ----;;;> -:,P.> < OX~ OY = < Oli + OK 1 coi ) = _ü H , OY / + (OK , OY 

( OK, OY > est nul puisque. OK' e t of sont orthogonaux 

n :où • ~ · < ol., oY. > = < oi, Of) = < OR • oi: oi > 
-=> -") · OY 
011 ct OY étant collinéa ires 

0 
(--:> -?"" . T 2 Il vi ent • OX, OY / = OH • OY 

OY 

or lon'= l ox ! cos q D1 où : ( ox, üY) = 1 oxl. loYI cos o( 
~ ---p. 

cos c>{ = ÇQ!_z._2!l __ 
! ox1. !oYI 

-----7 
de OX sur OV 

~insi : l e cosinus de l' angle de deux vecteurs est égal au rapport du 

pr oduit sca l a ir e dos deux vecteurs au produit de l eurs longueurs. 

_I_II - 4 - VARIET!S LINEA~RES DANS UN ESPACE VECTORIEL A T DIMENSIONS. 

III - 4 - 1 -- Dans l e pl an R
2

• 
' 

Q'l définit un e droite passant par l'origine comme l' ensembl e dos 

points do la form e : A X , X étant un point domté de R
2 

e t A un scalaire 

qu elconque. 

Plus général ement, on dé f i nit un e droit e pa ssant par l e point X comm e 
0 

l' ensemble des points de l a forme : 

'/v. + X
0 

X et X
0 

é tant deux points do R2 e t (\ un s ca l air e 

quelconque. 

• 
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On définit une droi~passant par le point X comme l'ensemble dos 
0 

points de. la forme : ,).x + X
0 

On définit un plan passant par les points X
0 

et x
1

, comme l'ensemble des 

points de la forme >x + ~X~+ VX
0 > , tA, \) étant dos s calai .'es quel conques 

T 
III- 4- 3- Dans l'espaceR • 

Par analogie, on définira dans l'espace à T dimensions a.es ens embl 3s 

de points appelés variétés linéaires de la forme : 

a1 x1 + a2 x2 + a3 x3 + ••• ap xp 

où x1 ••• xp sont des vecteurs donnés, a1 • 0. a dos ·scalaires quelconq_ucs o 
p \ 

Aux droites correspondront des variétés de la forme : ('X1 + x 2 , 

Aux plans correspondront des variétés de la forme : ÂX1 + ~X2 + ~ x
3 
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Soit un ensemble de points du plan : D. On dit que D form e un domaine 

convexe si toute int ersection no~ vide d'une droite et de D se compose d'un 

seul segment fermé. 

Un ensemble conv exe ost donc un domaine convexe, c 1 est-à-dire tol quo sj_ 

A et B sont deux points de D, il existe a u moins un segment de droi to co : ··-~~- :crJ. 

formé d e points de D e t réunissant A ot B. 

Les points frontières font partie du domaine en chaque point frontière 

il existe une clroi tc E'.~l moins 

demi-plans qu 1 elle définit & 

Exemples : 

laisse tous les points dans :c~ d e :::J è'_r--.\:-: 

Domaines non convexes Domaines convexes 

//'·, 

.· · ·, _ .. .. -/ :-11- ;:.\ -
.. · ~~- -- /" 1 i ---- 1 : ; ··- . ~.: - .' / ; ' 1 .\ 

'· . 1 . 1/ . . 1 l' 
\ - -~ --~~_;; 

III - 5 - 2 -· Co1..1rbe convexe . 

Soit une fonction y = f (x) définie pour x 'é[x
0 

--r 
et continue x!J 

et admettant Ul'lO dérivée seconde de signe variable sur x 
o' XÎ 

") Prenons ; y 0 

y' est donc une fonction croissante de x. Le domaine (D) formé par l' a rc 

de courbe AB et la sécante AB est convexe, toute tangente à la courb e l .:üssc.'_-,-c 

ce domaine dans un seul demi-plan. 

~ D 
l"----\ l>) ? -- /il· 
1 ~1 [) 

C' ~ ·, 1 i 
1 ' ;' ' 1 segment CD. Si P est le milieu de AB on au~a~ 

Aa c.. LL "t-" f ~P) = 1~ (o) + f (d~, f (o) ~tf (d) 

étant los ordonnées de C et D. L 1 abc1sse d o P sera c + d , c ct d etant l ez 

Soient deUL~ points C et D de la le 

segment CD appartient au domaine (D) e t l ' arc 

de courbe mm sera situé d'un seul côt5 c:u 

abcisses de C et D. Soit M l o point clc la courbe d'ab~ cisse c + d 
2 

On aura : f (M) = f ( c +~ ) (1 f (c) + 1 f (d) 
2 2 2 

.. 
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III - 5 - 3 - Le barycentre ou opérateur linéaire convexe. 

a - Barycentre de deux points. 

Soient deux points A et B affectés des coefficients a et b 

positifs ou nuls. Soit 0 un point quelconque du plan. On appelle barycentr e 

de A et B le point M defini par la relation : 
___,.. ~ ---? 
OM = a OA + b OB 

a + b a + b 

ProEriété . M n e dépend pas du point o. En effet, soit o' un autre point . 
plan. 

D'où 

Si on 

Si on 

On a . 
--;> --->' ~ ~ ~ ~ ___,. 
OM = oo' + O'M = a [oo' + o'AJ + b [oo' + o'B] 

a+ b a+ b 
~ ~ 

o'A 
---;:. 

o'M = a + b o'B 
a + b a + b 

remplace 0 par Â on obtient 

r emplace 0 par M on obtient 

Ou encore ~ 
MB 

b 

a 

--'> --;!> ...;.. --?> 
AM= a AA+ b AB= b AB 

a + b a + b a+ b 
~ ~ ~ 
MM a MA+ b MB 

a+ b J!a + b 

Si l o rapport b vari e de 0 à l'infini, 
a 

M B M décrit le segment AB de A en B. 

du. 

( 1 ) . (3) 

Donc : 1 1 ensemble des barycentres des points .A et B es_t cons ti tué par 

l'ensemble des points du segment f ermé [A, BJ-

b - Barycentre de trois points. . 
Soient trois points A, B, C, affectés des co efficients a, b, c, 

positifs ou nuls. Soit 0 un point quelconque du plan formé par AB C. On 

appelle barycentre de A, B et C le point M défini par la relation : 
-:> a ~ 

OM = a + b + c O.A + a + 
b --7' c ~ 

b + OB + b OC 

Propriété 

~ 
ou : OM 

c a + + c 

On t , · OM = a + b [ a o-:--:: b 0--:!PB:-] c oc:;;. 
p e u ecr1re a + b + c a + b ~ + a + b 0+ a + b + c 

~ 
\. -~ OM1 a+b --;?' c ~ 

= a + b + c OM1 + a + b + c· OC M1 étant l e barycentre de A et B 
affectés des coefficients a et b. 

Ainsi : pour obtenir le barycentre d'un ensembl e de points, on pout remplacer 

plusieurs points par leur barycentre, ce point étant affecté d'un coefficient 
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égal à la somme des coefficients des points dont il est le barycentre. 

Conséquence : Le barycentre de trois points A, B, C est un point du 

triangle ABC (domaine fermé qui comprend les points intérieurs du triangl e 

e t les points frontières des côtés). 

c - Barycentre do n points. 

Dans un espace de points repérés vectoriellement par T coordonnées 

(espace "affine"à T dimensions) on considère n points P 
1 

Pi (ou OP~) aura pour composantes : x 1i , x2i ' ... 
On appelle barycentre des n points P. 

~ 
affectés rcspectiyement 

~ <a. OP. a. "--- 0 , l e point M tal- que : 
l~ 

l o point M est indépendant de 

telles que : 

OM "" <: ~ l. 

~ai 
0 ct ses coordonné es sont x

1 

cf ai ~i 
~ai 

des coeffici ents 

Dans la recherche d'un barycentre, on peut toujours remplacer plusieurs 

points par leur barycentre. 

III - 5 - 4 - Polygones ou polyèdres convexes. 

Définition : On donn e n points M1 dans un espace à T dimensions. 

L' ensemble dos barycentres des n points M. est appelé:polyèdre convexe 
~ 

engendré par les M .• On le note: jP(M1 ..• M .••• M ). 
l ~ n 

a) Espace à une seul e dimension. Soient deux points M
1 

et M
2 

qui 

seront les sommets du segment polyg9ne convexe qu'ils limitent. 

Si A E. T (M1 M2) 
B t_ j> (M1 M

2
) 

puisque l'ensemble des barycentres des points M1 et M2 est constitué par 

1' ensemble des points du segment fermé [M1 M2J 
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b) Espace à deux dimensions. Soient six points ~ŒCDE. On aura 

On aura : p ( OABCDE) = Pc OABC) 

car D et E sont des barycentres de âOB et 

de OBC. 

0, A, B, c, seront l es sommets du polygone 

convexe. Les segments OA, AB, s eront l es 

arêtes. 

Tout point P d'une arête est appelé poin t 

frontière : c' est l e barycentre des quatre sommets 0 ABc, deux coeffici ents 

au moins étant nécessairement nuls. Par ex emple P sur A B s era le barycentre 

de Jo A B c 
\_Co) (a ) (b) (o) 

c) Espa ce à trois dimensions. Soient quatre points il. B C D. 

cp (A B C D) s era l e tétraèdre de sommets A B C D. Tout point M 

de JVs er a barycentre de AB CD avec les coeffici ents a, b, c, d. 

Si troi s des coefficients sont nuls, le point M est un sommet. 

Si deux des co effici ents sont nuls, le point M ost sur une arêt e . 

Si un des coefficients est nul, le point M est dans une face de ~ 
Si M1, M2, M

3
, M

4 
~ '?, on aura : j' (M1 M2 M

3 
M

4
)(<f'(A B C D) 

.9:2... Espace "a ffin e" à T dimensions. Soit un ensemble de points D de 

l' es pace a ffine. Cet ensemble est dit domaine convexe a·i quels que 

so i<:mt l es po ints M
1 

appart i ent aus si à D. 

Mn ;E D, tout barycentre de M1 ••• Mn 

Tout s egment f ermé [M1 M~ défini par deux points de D es t 

inclus dans D. 

III - 5 - 5 - Relation fondamental e des domaines convexes. 

L'inters ection de deux domaines convexes est un domain e convex o . 

Conséquence : l'intersection de plusieurs demi-plans f ermés constitue un 

polygone convexe dans l' espace à 2 dimensions. 

Ainsi, les points du plan qui r eprésent ent l es s olutions simultanées 

d'un système d'inéquations linéaires du type ax + by + c) ~0 forment un 

ensembl e polygonal convexe . 
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Exemple : Soit le système suivant d 1 inéq'Uéj.tions linéaires 

x '- 0 ,Y · 

'~c 
(.. /,· .·'0. 

y-:;? 0 

2x + 3y - 6 .( 0 

x-y+1~0 

l li ' i . "'-..._ 
ï/j ,! /; ;fr..... 
1/11//1// l7:J:Àt1 
~~~Tl~-..~~~--~>~ 

û l'-

Les solutions du système sont les points 

du polygone convexe 0 A B C limité par 

les droites d'équations 

x = 0 

y 0 

2x + 3y = 6 

x-y=--1 

Coordonnées de 0 

de A 

de B 

de c 

( o, 0) 

(3, o) 
(3/5, 8/5) 
( o, 1) 
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M. _ :Bas ti ani 
· ····COMPLEMENTS DE MATHEMATIQUES 

NOTIONS SUR LES FONCTIONS LINEAIRES - MAXI~WM ET MINIMUM DE FONCTIONS 

LINEAIRES. 

IV- 1 - INTRODUCTION. 

Les vecteurs et matrices servent à représenter par une seule expression 

plusieurs quantités différentes. Par exemple, les produits livrés par les 

industries d'un pays donné peuvent être représentés par un vecteur ligne 

X= (x1 •••• xn) 

les x. étant los quantités de produits 1 ••• i ••• n livrés. 
~ 

Considérons un vecteur-colonne Y qui représentera les prix de chacun 

de s produits i : 

i n 
X. Y = I: x. yi ~ 

i = 1 

On consta te que 

repré s ente la valeur tota le de l a production 

globale des industries. 

1) Si X est multiplié par un scalaire K:(K X) . Y = K X Y 

ce qui signifie que si la production globale est multipliée par 2 9 3 ~ 4 •... 

s a valeur totale sera éga lement multiplié e par 2, 3, 4 

ce qui signifie que si x
1 

représente l a production globale d'une région 1 

et x2 la production globale d'une région 2, le pays etant divisé en deux 

régions 1 et 2, la valeur totale de l a production na tionale est égale aux 

val eurs des deux productions régionales. 

IV - 2 - APPLICATION LINEAIRE. 

IV- 2- 1 -Définition. 
-7 

On appelle applica tion liné aire une application qui a un vecteur v 
~ 

associe une fonction f (v) t elle que : 

\f (v
1 

+ v2 ) = f (v
1

) + f (v2 ) 

e t (f ("'-v) =f-.. f (v) 

v
1 

et v2 étant deux valeurs quelconques de v,~ étant un scalaire que lconque . 
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IV- 2 - 2 - Exemples classigues d'applications linéaires. 

Une application qui, à un vecteur colonne -:;! a~soci e lG produit matriciel 

lM], --;:, [M]étant une matrice de scalaires ayant autant de colonnes que -:J'a 

d'éléments, est une application linéaire. 

On peut aussi associar à un vecteur-ligne--;{ le produit matriciel~ c~.i\J 
Dans ce cas[M]est une matrice de scalaires ayant autant de lignes que u 

a d'éléments. 

[M1= (1, 2,- 1) Exemples : a) 
~ 
v= 

L'application v--~ [MJ ~est linéaire 

b) -;( o (x y z) [ M] o (1 ) D'où 

:::,•application 7 ~ ~.[M]est 
c) v~ = x 1 [ M 1 = l 1 2 

x2 1 3 

x3 f_4 2 

linéaire 

2 1l. 
2 1 

1 5 
x 

4 2 1 

d) -;} = (y1 Y2 Y3 Y4 y5{M1= ; ! 
0 2 
1 0 

D'où : [ M J -: = x + 2 y -· z 

d~} = (2y 1+Y2+3y 3+Y 5 ~ y 1+2Jr2 

-il-4Y 
3
+2y

4
) 

Remarque ~ Lorsque[M1se réduit à un vecteur 9 on utilise l'expression 

forme linéaire pour désigner toute application qui à v associe le produit 

matriciel [M). v1 

c'est le cas des 0xemples a) et b) ci-dessus. 

vecteurs. 

I,e vecteur M' transposé de M est souvent appelé covet.teur et s' écrit 

4 1 Le produit d8 v par M n'est autre que le produit sc alaire de ces 

Exempl es 
~ 
v = 

-? 

x1 

x2 

x3 

x4 
~-7 
M • v = 

. ., 
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IV- 3 FONCTIONS LINEAIRES. 

IV 3- 1 -Définition. 

L' applic a tion qui a plusiaurs v~ri ables x
1 

x2 • • xn a ssoci e 

+ a x n n 

e st dite fonction liné aire des vari able s x
1

, x2 
x 

n 

NOTA ·: Il conviendrait de dire : "fonction à v ari a tion linéaire" au li eu 

de fonction linéaire . 

Exempl e : v = 4 x + 2 y - z + 3 t - 8 u + 1/2 

es t une fonction linéaire de 5 vari ables 

x, Ys z, t, u 

IV - 3 - 2 - Figura tion graphigue l a fonction : z = a x + b y + c 

Soit I le point de 1 'espac e [o x y z] qui 

a pour composantes (o, 0, 6) 

Soit Mun point quelconque x y z 

vé rifi an t z = a x + b y + c 

't'A IV\ ( ~ ~- ?., ) ~ ( ) ] /'----::. rJ 0 IM x 

D'où IM = x. A + y B 
o~' __ _ :~ - ~. ('}_\r) ) ~ 

~et B' é t an t deux vecteurs donné s indépend~nts 
~ ~ -? ~ 

de x et y TM app arti ent ainsi à l'espace vectoriel engendré par A et B', 

c' est-à-dire au pl an I A
1 

M B
1 

L'ensemble des points M dont l e s coordonnées vérifi ent z = a x + b y + ~ 
- ':> -~ 

es t l e pl an ~a -'3sant par I e t contenan t les vecteurs A et B 

IV - 3 - 3 - Lignes de niveau dans l e plan représenta tif de z = a x + b 

Ce sont des droite s de direction indépendante de l eur a ltitude, l eur 

pente commune é t ant : - ~ , l eur ordonné e à l'origine étant z - c 
b 

0 b 
y - a z - c 

b x+ ,b-b-
sera donc l' é qua tion de l a 

droite de niveau d' altitude z 
0 

On a aussi : z 
0 

a x+ b y+ cou : j a x+ b y ete / 
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IV - 3 - 4 - Propriété fondamenta l e de l a fonction linéaire. 

Soit z = ax: + by + c 

Partons des v a leurs z0 ~ x
0

, y
0 

t e lle s que : z
0 

=a x
0 

+ by
0 

+. C 

Donnons à x 1"' accroissement h, à y 1 'accroissement K 
0 0 

z + b 1z 
0 

z 
0 

+ L12z 

a (x + h) + b y o + c 
0 

a x + b (y + K) 
0 0 

+ c 

.6 z +Ll2z = a h + b K =6 z 
1 

Une ~ri ation de x d' amplitude h a pour effet d' augmente r z de a . h 

Une v ari a tion de y d' amplitude Ka ~our e ffe t d' augmenter z de b . K 

Une vari a tion simultané e de x e t y d' amplitude s r e spective s h e t K a 

pour effe t d' augmenter z de a h+ bK. On dit qu'il y a additivité 

de s effets l'effe t tota l sur z e st l a somme des e ffe ts de s vari a tions 

isolées de x et y. 

IV - 3 - 5 Gradient d'une fonction linéaire 

soit : z = a x+ b y+ c 

. M.J 
1 

Le point M de coordonnées (x y z ) 
0 0 0 0 

qui apparti ent au plan représenta tif 

de l a f onction z a pour proj ection l e poin t 

rn sur l e plan 0 0 
0 x y 

Prenons dans ce plan, un point rn 

de coordonnées x1 =X + h a 
0 

y1 = yo + h b 

h étant un sca l aire différent de zéro 

A m
1 

est associé un point M
1 

appar t en ant 

au plan représenta tif de l a fonction z. Les coordon-

née s de M1 seronj; : 
. ~ 

:x:1 :x: + h a 
0 

y1 yo + h b 

2 + b2) z1 z + h (a 
0 

• • 
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~ 
Dans le plan ox oy' le vecteur m

0 
m

1 
de composantes (a, b) est 

appelé gradient de z au point m 
0 

~ ~"' o .. _,_, ,. 
' -'\'•lA.. 

. '1 
1 f u,.... 
1 / 1 t 

1 

-~ 
l a dir~ction de rn m qui est l a même 

0 

que celle de iJÇïil
1 

a pour pente ~ : elle 

est perpendiculaire à la direction des 

lignes de niv~au (droites d'équations 

c te et de pen te - ~ ) . 
b' 

Propriétés du gradient a) Il indique la direction de la plus forte 

variation relative de la fonction z. on a en effet : 

z
0 

=fj z == h (a
2 + b

2
) et m

0 
m

1 
= h. V a2 + b

2 

D'où A ' 2 + b2 w z = \/a rapport indépendant de h, et dépendant 

seulement de la direction m
0 

m
1 

/ 

b) Il est dirigé d3ns le sens de l'augment .::J. tion 

de z (al ti tude ascendante). 

c) Sa longueur est égale à J2 a + b2 
' 

appelét, 

aussi coefficient d'accroissement de la fonction z. 

IV- 3- 6- Distance enclidienne d'un point à une droite, d'un point à un pl c~. 

a) - Di stance d'un point à une droite. 

On aura 

Exemple 

Soit (D)' la droite représentative de l a fonction a x + by + 

ou ~ y = - a c dans le plan x o y 
b x --0 

Soit Mo un point du plan x 0 y de coordonnées (x o, yo) 

g Mc H (distance de Mo à D) = a x0 + b y 0 + c 

Va2 
+ b

2 

Distanc e du point ( 2,1) à la droite d'équation 

y = - 3 x + 2 ou 3 x + y - 2 = 0 

c 0 
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MoH = 6 + 1 - 2 = i = V2, 5 f::/ 1 ~ 6 ' 

b) - Distance d'un point à un plan. 

Soit Mo de coordonnées x y z 
0 0 0 

et P le plan d'équation a x + by + cz + d =O 

La dist ance enclidienne de Mo au plan P sera g 

McH = a x + by + cz + d 
0 0 0 

2 
+ c 

Exemple Distance de l'origine 0 (o, o~ o) nu plan d'equation 

x+ y+ z " 
i ,, 
1 . 
1 \, 

1 14 • ' 
1 / •, 
'/ ' ) 

I
l// (\ 

l y 

le.. 

CH i= 
1 

1= 
À \jJ ;i À "a . 1 

3 

-t-\13 si Î" ( 0 

3 

3 

IV - 4 - MAXIMUM ET MINIMUM DE FONCTIONS LINEAIRES. 

IV- 4- 1 - Définitions. 

On appelle polygone tout ensemble polygonal convexe d' aire finie ~ l e 

polygone est constitué par un certain nombre de côtés et par la surface qu'il 

circonscrit. 

Un polygone a n côtés a n sommets. 

Un sommet d'un polygone est l'intersection des frontières de deux 

demi-plans ~ deux des inégalités linéaires qui vérifient l' appartenance à 

ces demi-plans deviennent alors deux égalités. 

De même tout point sur un côté du polygone se trouve sur une frontière 

donc l'inégalité linéaire qui vérifie l'appartenance au-demi-plan limité par 

l a droite frontière devient alors une égalité .~ 

Un point intérieur au polygone ne correspond qu'à des inégalités 

strictes ( > et non pas -?- ou bien < et non pas ~ ) • 

• • 

.. 
• 

r 
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Exemple Représentation graphique de l'ensemble polygonal convexe 

défini par les inégalités 1 

. " 

Intersection de D
1 
d'équation~ 2 x + y + 9 = 0 

avec D2 d'équa tion . x + 3 y+ 6=0 

le point C de coordonnées = -3~ - 3 

Intersection de D
1 

avec n
3 

d'équation 

X+2y-3=0 

le point A de coordonnées - 7 ~ + 5 
Intersection de D

2 
avec D

3 

le point B de coordonnées: ~ ~ - _l 
5 5 

x et y représentent deux niveaux 

d'activité d'une usine, chacune des activités mett ant en 

oeuvre 3 bians dont les quanti tés des deux premiers s a ti s­

font une demande donnée (2 premières inégalités), et do~t 

l a quantité du dernier demeure inférieure 'à une disponi­

bilité donnée (3ème inégalité). 

Quels sont les deux niveau:x: d'activité x et y qui rendront maximum 

l a fonction profit x+ y, le profit unitaire de x étant le même que c e lui 

de y . 

Les v aleurs x et y sont représentées par un point M du polygone tri angle 

A B C. 

La droite d' équation x + y = f.. est parallèle à la droite d' é quc,ti on 

x + y = o. La plus grande v aleur de ""'-est obtenue quand 

x + y "passe par le point B. On a alors : 

21 - 1 .1§. 3,6 = 
'5 5 5 

La droite x+ y {'qui passe par A correspond à"f-= 7 + 5 ·- 2 

La droite x+ y ~qui passe par c correspond à(..=- 3 3 6 
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x ll y _.l corre spondent aux deux niveaux d' activité qui 
5 5 rend~~t x + y maximum. 

3 y - 3 correspGndent aux niveaux qui rendent x + y minimum , .. x = 

IV - 4 - 2 - Théorème fondamental. 

~néorème : Une fonction linéaire a x+ by + c définie par l' é t endue d'un 

polygone convexe prend sa valeur maximum 

minimum) à l'un des s ommets du polygone. 

(et sa valeur 

Soien t P un sommet de coordonnées~ y et P
1 

un sommet de coordonnées 
0 0 0 

x
1 

et y
1 

du polygone convexe, le segment P
0 

P
1 

constituant une arête du 

polygone. 

Supposons que ax
0

+ by
0 

+ c_)ax
1 

+ by1 + c ouM0~M1 
Un point P du-. segment P 

0 
P 

1 
est barycentre des d.eux 

points P
0 

P
1 

Ses coordonnées s'écrivent 

y = ~Yo + ~ y1 

)... + Jj 
a x + b y + c sera égal à tÂ ( a x + b yo) + /3 (a x

1 + b y1) + c 
o<.+ {B 

0 
<i..----:fo 

ou cl.. (M - c) + fj. (M1 - c) + c ,. 

~if 
0 Q 

d.. Mo + M1 M 

"'+ fo cJ..+ ft 
a x + b y + c sera compris entre M

1 
e t M 

0 

Si Pest uh point intéri eur du polygone/ a x+ b y+ c s er a inféri eure 

à l a valeur de la fonction linéaire correspondant à l'un des deux points P ou 
0 

M, P é t ant un sommet, M étant situé entr e deux sommets. 
0 

• . .JI 
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Admettons que ce soit la valeur correspondant à M à laquelle 

a x + b y+ c sera inférieure. Cette valeur de M sera elle-même 

inférieure à l'une des valeurs correspondant aux sommets PK PK + 

Ainsi de proche en proche~ on aboutira à un sommet pour lequeJ_ 

a x + b y+ c aura la plus grande valeur possible sur l'étendue du 

polygone, 

On démontrerait de même que sur l'étendue du polygone, il existe 1.~n 

sommet pour lequel a x+ b y+ c aura la plus petite valeur possiblG . 

..Q2nséquence g La mé thode permettant de trouver le maximum ou le minimum d 'une 

fonction linéaire a x + b y + c sur un polygone convexe plan est l a suiv2.nte 

a) on détermine les sommets du polygone 

b) on substitue dans l a fonction les coordonnées de chaqu e SOr.lP.18 ~ 

c) la plus grande valeur obtenue est le maximum de l a fonction 

d) la plus petite valeur obtenue est le minimum de l a foncti on 

La même méthode est applicable à une fonction lénéaire a x + b y + 

cz + d dans un polyèdre convexe sur un espace à 3 dimensions. 
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DERIVEES PARTIELLES ET DIFFERENTIELLE TOTALE D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS 

VARIABLES - EXTR]IUI4 D'UNE FONCTION DE VARIABLES INDEPm~DANTES - EXTREMUM 

D'UNE FONCTION DE DEUX VARil~LES LIEES - EXTR~~UM D'UNE FONCTION DE TROIS 

VARI.li.BLES - CAS GENERAL : MUVriPLICATEURS DE LAGRJ\..NGE. 

V - 1 - Dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables. 

·'· l· 0 u? v 

s i elle 

Soit la fonction Z = f(x,y,t,u,v, ••••• ) de plusieurs variables x, y 9 

• 0 • c ••• 

On al:Jpelle 

existe, du 

dérivée partielle par rapport à x (ou y out •••• ) l a limite, 

rapport: f(x +LJ x, y, t, u, v ••• ) - f(x, y, t, u, v ••• ) 
x 

Quand n x tend vers zéro 

ces dérivées partielles s'écrivent: Z' Z' Z' Z' Z'···••••• x' y' t' u~ v 
LorsQue ces dérivées existent, on dit que la fonction Z est dérivable 

au premier ordre. 

Par exemple: Soit Z 

on aura: 

2 2 = 2x t - xyt + y - t - 7x - 4 
Z' 4Yt - yt - 7 x 
Z' -xt + 2y y 

Zt 2x
2 

- ry -1 

v~- 2 -Différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables en un 

point x y t u
0 

v
0 
••••••• 

0 0 0 

Soit la fonction Z = f(x, y, t, u, v .•••••• ) 

avec dx 9 dy, dt,du, dv ••••••• 
des constantes arbitraires 

Posons:~ x = 
ÔY 
Qt 

et e ' une variable quelconque indépendante 
de x, y, t, u, v 

Qu 
{lv 

Cie.dx 
na. dy 
09. dt 
(}<ft du 
~e dv 

A-L ~ On démontre que la limite du rapport : tj <G quand v tend vers zéro 

est égale à l'expression~ F' dx + F' dy+ Ft dt +•••• , Z partant de la valeur 
x~ Yo o 

f(x y tu v ••• ) 
0 0 0 0 0 

i 
Cette limite est di te différentielle totale de F en x y t u v .•••• 

0 0 0 0 0 

On la note d.F 
'­

D'ou: dF = F' dx + F' dy+ Ft dt+ F' du+ ••••• 
xo Yo o uo 
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V - 3 - Extremum d'une fonction de plusieurs variables indépendantes. 

Soit Z = f(x, y, t ~ · U; v ••• ) une fonction de plusieures vari able 

ind0pendantes . 
,-x -1 

Soit rn = ! o \ o \ ;o ' un maximum de Z par exemple 

i uo 

lv~ 
- - 1 

Si rn est maximum, toute variation ! IJ.x 1 
0 . 1 ô 

des vnri c.bles que 1 1 on notera 1 0 ; 

i • ... . 
ne peut diminuer 

Z f(x y tu v •••• ) 
0 0 0 0 0 0 . 

En particulier, si l'on f aiivarier seulement x au voisinage 

de x
0

, en l aissant y
0

, t0 ~ u
0

, v
0 

fixés , la fonction: f(x, y
0

, t 0 ~ u
0

, 

de x doit a dmettre um maximum pour x = x • Donc: Z' (x y ·- t u v •••• ) = 0 
0 x 0 0 0 0 0 

De même Z cons idérée comme fonction de y seul doit avoir um 

maXimum pour y 
- . . ~ = v • 

"0 

\ v .... ) 
0 

Ainsi, on est conduit aux conditions suivantes dites du premier ordre: 

z•(x y tu v .••• ) x 0 0 0 0 0 

z•(x y yu v • ••• ) 
u 0 0 0 0 Q 

0 

0 

Z'(x y tu v •••• )= 0 Zt'{x y tu v •••• ) y 00000 00000 

Z'(x y tu v •••• )= 0 v 0 0 0 0 0 
etc •..... 

~'ou~~ r ésulta t important: 

0 

Si m 
0 

r ;~'\ est un extrêmum pour la fonction z = 
i t

0 
f(x y tu v .•• ) 

l • 0 
l • -

l n différentie lle tot a le dZ est identiquement nulle en rn 
0 

dZ = Z' dx + Z' dy+ Z' dt+ Z' du+ Z1 dv + •••• = 0 x ... · ·· · Y· t · · - u · · · · v 

e t cela, 

suivant: 

0 0 0 0 0 

quels que soient dx, dy, dt' du, 

Exem:ele r Soit: z 2x 2 
.Y.t = -xy+ 

Trouver le point extrêmum rn o· " 

On a : zr = 4x - y + t 7 
x 

Z1 =-X + 2y 2t y 
zt = x - 2y -3 

dv ..... 
2yt + 

2 7x - 3t y -

Les conditions du premier ordre nous donnent le système d'équations 

\ 4x- y+ , t - 7 = 0 qui donne 
) 

2y 2t 0 _-1 t 3 
{-: + 

= 2 y x= - 2 = -2 
2y - 3 = 0 

• 

• 
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V - 4 - Extrêmum d'une fonction de deux variables liées. 

Soit Z = f(x,y) une fonction de deux variables liées x et y. 

C'est-à-dire telles que l'on ait une relation du type g(x~y) ·= 0 entre elleso 

On supposera que f et g soht deux fonctions dérivables. 

Il faut trouver un point 

tel que Z s~it extrêmum (miDimum 

:x -J., . 0 
m = ly tel que g(x y ) = 0 et o L o o o 
ou maximum) 

dZ = df(x y ) doit être nulle pour to~te variation (dx, dy) 
0 0 0 

compatible avec la condition g(x y) = 0 

on a : 
, -, 

g' (x y )dx + g' (x y )dy = 0 ~ cette candi tion exprin,ant que li ddx li est un 
xoo yoo () L..Y 

vecteur port~ ~ar la tangente T à la courbe 0 représentative. des points 

rn :xj vérifiant g(x y) = 0 
I Y 
- On a donc l es conditions du premier ordre suvante s : 

/

T r \ Z' (x y )d.x + Z' (x y )dy= 0 

' 

"""o _.... 1~) g7(xoyo)d.x + d~(xoyo)dy = 0 

g(x y ) = 0 
.,., / 1 x 0 0 y 0 0 

0 0 
'-------.:;:;. 

·J-. 

ou encore : 

7.' On peut dire ~ _ 
Z' -

y 

au point x
0 

y
0 

- ~ = ete 

le système I est donc équivalant au système II 

i
z~(xo yo) = } g~(xo yo) 

4 Z~(xo yo) = À g~(xo Y o) 
· g(x y ) = 0 

0 0 

Exemple: Quel est l'extrêmum de x+ y, x et y étant des nombres 

réels positifs tel que xy = 4 ? 

On aura t dx + dy 0 /.11 =~x t ydx + xdy .. 0 et jY ~ =>-y 
l x y 4 4 

1 
4 À- .1 car)\ est positif ou: 

J,.2 - 2 

l~] D'ou: x = Yo 2 ou rn = 
0 0 
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V~_5- Extrêmum d'une fonction de trois variables liées. 

Soit Z =~(x y t) une fonction de trois vario.bles liées x~ · y, t~ 

c 1 ost-à-dire telles que l'on ait deux relations du type: g(x y t) = 0, 

h(x y t) = 0 entre elles. 

On suppose que f, g eth sont trois fonctions dérivables. 
rx -~ 

Il f aut trouver un point rn 
0 

! o tel que g(x y t ) = 0, ly 0 0 0 

t~-' 
h(x y t ) = 0 et tel que Z soit un extrêmum. 

0 0 0 

dZ - df(x y t ) doit être nulle pour toute variation (dx dy dt) 
0 0 0 0 

compatible avec les conditions g(x y t) = 0, h(x y t) = 0 

De plus s i g(x y t) = 0 et g(x +0 x, y
0 

+0.-y, t
0 

+ llt) = 0 on a: 
0 () 0 0 

g '(x y t )dx + g'(x y t )dy+ gt'(x y t )dt= 0 x 0 0 0 y 0 0 0 0 0 0 

est un vecteur porté par le plan tangent P à la surface représen t ant 

r x-\ 
l es poi nts œ 1 y 1 qui vérifient: g(x y t) = 0 

L t J · 
Ega lement si h(x y t) = 0 et h(x +~x~ y

0 
+/}y, t

0 
+ 6t) = 0 on a~ 

0 0 0 0 -

h'(x y t )dx + h'(x y t )dy+ ht'(x y t )dt~ 0 x 0 0 0 y 0 0 0 0 0 0 

est 

les 

u:1 vecteur porté par le plan tangent 

points m ~ l ~] qui vérifient: h(x y 

Q à la surfa ce représen t ant 

t) = 0 

On éL donc l es c andi ti ons du premier ordre sui vantes: 

\

. Z' (x y t )dx + Z' (x y t )dy + 
x 0 0 0 y 0 0 0 

g ' (x y t )dx + g 1 (x y t )dy + 
x 0 0 0 y 0 0 0 

Zt' (x y t )dt 
0 0 0 

gt' (x y t )dt 
0 0 0 

/,\ } h.:_(x y t )ébc + h' (x y t )dy 
Y ' -- o o o y o o o 

1 
g(x y z ) = 0 

0 0 0 

h(x y z ) 0 
0 0 0 

+ ht' (x y t )dt 
0 0 0 

0 

0 

0 

Les trois premières équations forment un système d'équations linéaire ) 

en dx~ dy, dt. Le système n'admet l a solution dx dy = dt = 0 que si la 

matrice des coéfficients est régulière. Pour qu'il admette des solutioro non 

indentiquement nulles il f aut et il suffit que l a ma trice soit singulière 

( d8terminant nul). 
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lz
zzy±:',-1 1. g~,--

1 

• ·· h, J' 
Alors, les veoteurs l :r l~r ·::::n~~::irement 
et il existe deux constantes /\ et · ~ telles que: 

0 

II Z' +\g' +uh' = 0 Y . Y r Y l
i z~ + >- g~ + r h~ 

zt + )< g_t + f~ ht 0 
Parmi l'ensemble de s points m = l~J réal1l~yxtsa~0PJ, t g(x Y t) = 0 et 

h (x y t) = 0, on recherche donc un point rn qui réa lise sans con-
o 

ï";·,) :-·.l,. / 

tra in tes la condition du premier / de l' extrêmurn de la fonction: 

Z(x y t) +~ g(x y t) + l'Jh(x y t) 

C'est-à-dire l'annulation des trois dérivées partielles par rapport 

à x 9 y et t (système II). 

2 Exemple: Quel est l' ex-trêmurn de x - 2xy + 3z, x, y, z étant liées p;:tr 

X+ Y 
2y - z 

0 
= -3 

Posons: F(x y z ) = x2 

D'ou: F' = 2x - 2y 
x 

- 2xy + 

+,\ 
3z +,\(x+ y) + r(2y- z) 

F' =-2x +,À y + 21', qui doivent être nulles 

F~ 3- l 
D'ou: r 3 A= 2y - 2x 

Il vient l e sys t ème suivant: - 4x + 2y -6 
x+ y .. 0 

2y -z = -3 

qui admet les solutions x = 1 y = -1 z = 1 

V- 6 - Cas général: Multiplicateurs de LAGRANGE 

Les variables auxiliaires À , p- introduites dans 1' étude de 1 1 extrêmum 

d'une fonction de deux ou trois variables liées sont appelés multiplica t eur s 

de LAGRANGE. 
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Dans le cas de deux varü.bles liées, ces mul tiplico.teurs s'inter­

prètent comme suit: 

On doit rechercher rn 
0 

tel que f(x y ) soit un extrêmum loc2l 
0 0 

S 1 il en est ainsi 7 on sait qu 1 il existe ) tel que l a foncti on 

S(x y) = F(x y) + À g(x y) admette un extrêmum local sur la courbe S 

qui représente S. (x y) 

Le point rn est un extrêmum de S(x y) pour toute variation de (x y) 
0 

au voisinage de (x y ) 
0 0 

S 1 (x y ) = F' (x y ) + \ g 1 (x y ) = 0 x 0 0 x 0 0 x 0 0 

S 1 (x y ) .;, F' (x y ) +).,gr (x y ) = 0 y 0 0 y 0 0 y 0 0 

représentant les conditions d'extrêmum local de S 

Cette méthode s'étend sans difficulté au cas d'un plus gr~md nombre 

de variables liées par plusieures lconditions. 

•• 
,.. 


